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Cuprins

0 Introducere

e Optimizare unidimensionala
@ Conditii necesare si suficiente

@ Metoda aproximarii parabolice (Newton, falsa pozitie, interpolare)
@ Metoda aproximarii cubice

e Optimizare multidimensionala
@ Metoda Newton

@ Metoda gradientului

@ Metoda gradientilor conjugati
@ Metode cvasi-Newton

@ Exemple din mediile in care lucrati
@ COMSOL

@ MATLAB
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Formularea problemei

Notes

Sa se gaseasca n parametri independenti, notati x;, x5, ...

pentru care expresia E este minima, unde

E=1(x1,%,..., Xn),
sif:Q—R,QCR" este data.
Pe scurt:
(X3, %5, ...,X,) = argmin f(X1, X2, ..., Xn).
Notatii

X = [x1,x2,...,xn]T e Q.
Xmin = [X5, %35, x]T € Q

Xmin = arg min f(X), X € Q

Emin - f(xmin)-
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Minime globale/locale

Notes

Xmin = arg min f(X), X € Q
Emin = min{ f(x)| x € Q}

Xmin €ste minim global daca

Eming f(X)7 Vx e

@ daca Eq, < f(x) doar intr-o vecinatate a lui Xmi, atunci

minimul este /ocal.

@ in practica este dificil de stabilit daca un minim gasit este

local sau global;
@ minimul global s-ar putea sa nu fie unic.
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Exemple din mediile in care lucrati Notes
Metode de optimizare
I. Deterministe - conduc la aceeasi solutie pentru rulari diferite ale
programului, daca pornesc din aceleasi condiiii initiale si au aceiasi
parametri.
@ Dezavantaj: ?
@ Avantaj: ?
Pot fi
@ de ordin zero
e de ordin superior (1 ,2) Ex: metoda Newton; metoda falsei pozitii; metoda gradientului (a
celei mai rapide coborari); metoda gradientilor conjugati; metode cvasi-Newton, etc.
Il. Stocastice
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Exemple din mediile in care lucrati

Metode de optimizare

(X3, %5, ...,X,) = argmin f(X1, X2, ..., Xn). (8)

"Optimizare 1D": n =1

"Optimizare nD": n > 1

Metode
@ de cautare = intervalul care contine minimul este micsorat

prin evaluarea lui f in anumite puncte;

@ de aproximare = functia de optimizat este aproximata
printr-o functie cunoscuta care poate fi analizata usor.
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Metode de aproximare
Ideea: se aproximeaza local relieful functiei cu o functie
polinominala de grad mic, careia i se poate determina usor
minimul.
Metodele se numesc:
@ de ordinul 1 - daca necesita evaluarea primei derivate a
functiei obiectiv;
@ de ordinul 2 - daca necesita evaluarea celei de a doua
derivate a functiei obiectiv;
9o efc.
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Op !m!zare D Metoda aproximarii parabolice (Newton, falsa pozitie, interpolare)
[FHIHEETE Metoda aproximarii cubice Notes

Exemple din mediile in care lucrati

Conditii necesare si suficiente - 1D

Fie f : R — R cu derivate de ordinul 1 si 2 continue.
Conditia necesara de minim

Daca x* este un minim local al lui f atunci el este un punct critic
pentru f:

a7y 0.

dx
Conditia suficienta de minim

Daca
df ; d2f

X>|< :0 @(X*)>O

X))

atunci x* este un punct de minim local pentru f,
Obs:

@ Daca d?f/dx?(x*) < 0 atunci punctul este de maxim.

@ Daca d?f/dx?(x*) = 0 testul derivatei a doua nu este concludent si trebuie folosita dezvoltarea in serie
Taylor pentru a analiza functia.
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Conditii necesare si suficiente
Metoda aproximarii parabolice (Newton, falsa pozitie, interpolare)
Metoda aproximarii cubice Notes

Metoda aproximarii parabolice

Ideea:
@ se aproximeaza functia de minimizat f(x) in jurul punctului

de minim cu o parabola g(x) si se alege minimul parabolei

ca fiind o aproximare pentru minimul cautat;
@ procedeul continua iterativ pana cand derivata functiei este

neglijabila Tn minimul aproximativ.

Parabola q(x) e determinata de trei puncte = este nevoie de
trei informatii

= exista mai multe variante
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Metoda aproximarii parabolice

Conditii necesare si suficiente
Metoda aproximarii parabolice (Newton, falsa pozitie, interpolare)
Metoda aproximarii cubice Notes

a) Metoda Newton
Cele trei informatii sunt legate de acelasi punct xi (valoarea

functiei, derivatei de ordinul 1 si a celei de ordinul 2).

Conditii impuse:

qlxk) = f(x), 9)
) = (%), (10)
q05) = 100, (1)
=
400 = 1) + 00— x) + To e a2)
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Conditii necesare si suficiente
Metoda aproximarii parabolice (Newton, falsa pozitie, interpolare)
Metoda aproximarii cubice Notes

Metoda aproximarii parabolice

a) Metoda Newton

a0x) = 1) + P (x)(x —xi) + 0 2 (1)

2
Estimarea xi, 1 se obtine din conditia ¢'(xx + 1) = 0, unde

q'(x) = f'(xk) + (%) (x — xk)

f'(Xic) + " (Xi) (X1 — Xi) = 0

Xi+1 = X — ;l,(())(:;)) (14)
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Metoda aproximarii parabolice

Conditii necesare si suficiente
Metoda aproximarii parabolice (Newton, falsa pozitie, interpolare)
Metoda aproximarii cubice Notes

a) Metoda Newton

@ Noua iteratie nu depinde de valoarea functiei in x;
@ Este o metoda de ordinul doi;

@ Metoda Newton a fost prezentata si ca metoda de

rezolvare a ecuatiilor neliniare.

g(x)=0 < minf(x)

daca g(x) = f'(x).

9(X) F'(Xk)

Xk+1 = Xk

otk O TR
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Conditii necesare si suficiente
Metoda aproximarii parabolice (Newton, falsa pozitie, interpolare)

Exemple din mediile in care lucrati ifziesh Epr@AITEusEe Notes
Metoda aproximarii parabolice
b) Metoda falsei pozitii
Conditii impuse:
q(Xk) f(xk), (15)
g (xk) (%), (16)
q'(Xk-1) f'(Xk—1)- (17)
=
q(x) = f(xk)+ F(xx)(x — xx) + c(x — xx)? (18)
q(x) = f(x)+2c(x — xk) (19)
¢ se determina impunand (17).
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Gl I letoda aproximarii parabolice (Newton, falsa pozitie, interpolare
iR D Meioga agroxwménizub\:el (Newton.felsa pozife.Inerpolare} Notes

Exemple din mediile in care lucrati

Metoda aproximarii parabolice

=
_ F(xk—1 — F'(xk))

0 2(Xk—1 — Xk)
=

f'(Xk—1 — F'(xx)) (x — xx)?

q(x) = f(xi) + ' (Xi) (X = x) + (20)

(Xk—1 — Xx) 2

Comparand cu Newton - derivata a doua ~ formula de diferente

finite, de ordinul 1.
gx)=0=

Xk—1 — Xk

- 7
Mt = X = (Xk)f/(xkq) — (k)
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Conditii necesare si suficiente
Metoda aproximarii parabolice (Newton, falsa pozitie, interpolare)
Metoda aproximarii cubice Notes

Metoda aproximarii parabolice

b) Metoda falsei pozitii

@ Noua iteratie nu depinde de valoarea functiei in x;

@ Este o metoda de ordinul unu;
@ Metoda falsei pozitii pentru minimizare este metoda

secantei pentru rezolvarea unei ecuaiii neliniare.

gx)=0 <« minf(x)

daca g(x) = f'(x).

RV Xk — Xk—1 e _f
Xt =X = 00N G gn ) ¢ e T )

Xk—1 — Xk
f/(Xk,1) — f/(Xk)
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Metoda aproximarii parabolice

Conditii necesare si suficiente
Metoda aproximarii parabolice (Newton, falsa pozitie, interpolare)
Metoda aproximarii cubice Notes

c) Metoda interpolarii parabolice

Conditii impuse:

ax) = f(x), 22)
qXk—1) = f(Xk-1), 23
q(xk—2) = f(xk-2) "
=
(X = Xk—1)(X — Xk—2)
q(x) = (X — X:—:)(Xk — ;k_zz)f(xk) ++
(X — Xk)(X — Xk—2)
+ (Xk—1 - Xk)(Xk_1 _ Xk—2) f(Xk71) 4
N ool - ) f(Xk—2) (25)

q(x) =0= xx+1 Metode de ordin zero
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Conditii necesare si suficiente
Metoda aproximarii parabolice (Newton, falsa pozitie, interpolare)
Metoda aproximarii cubice Notes

Metoda aproximarii parabolice

Observatii:

@ Initializarea este simpla la Newton, dubla la falsa pozitie si

tripla & interpolarea polinomiala;
@ Ordinul metodei de optimizare este 2 la Newton, 1 la falsa

pozitie si 0 la initializarea polinomiala.

@ La orice metoda estimarile pot conduce catre un punct

stationar (maxim sau de inflexiune) nedorit, de aceea
algoritmul trebuie completat cu pasi suplimentari de testare

si corectare.
@ Toate aceste metode sunt exacte pentru functii parabolice.

@ Efortul de calcul pe iteratie: Newton (o derivata de ordin 1

si una de ordin 2), falsa pozitie (o derivata de ordin 1),
interpolarea parabolica (o evaluare de functie).
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Metoda aproximarii parabolice - algoritm

Conditii necesare si suficiente
Metoda aproximarii parabolice (Newton, falsa pozitie, interpolare)
Metoda aproximarii cubice Notes

functie [real x_min,f_min, intreg n_iter] = opt_falsa_pozitie(real xy, xz,
functie f, functie f_der, intreg NMAX, real EPS)
stopval = 1.e + 4

fdvec(1) = f_der(x1)

x(1) = x
fdvec(2) = f_der(x2)

x(2) = xz
k=2
cat timp (k <NMAX si stopval > EPS)

x(k +1) = x(k) — fdvec(k) = (x(k — 1) — x(k))/(fdvec(k — 1) — fdvec(k))
fdvec(k + 1) = f_der(x(k + 1))

stopval = |fdvec(k + 1)|
k=k+1

x_min = x(k)

f_min = f(x(k))
n_iter=k—2
retur

Gabriela Ciuprina Algoritmi de optimizare. Introducere.



Introducere

Optimizare 1D
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Metoda aproximarii cubice

Conditii necesare si suficiente
Metoda aproximarii parabolice (Newton, falsa pozitie, interpolare)
Metoda aproximdrii cubice

Notes

Aproximarea locala se face cu un polinom de gradul 3.
Conditii impuse:

alxk) = f(X), (26)
q(x) = f(x), (27)
q(xk—1) = f(xk-1), (28)
q(X—1) = F(X-1) (29)
- r ()
. B _ Xk) + U2 — U4
i =00 50 ) G 2 (30)
unde
/ / f(xk—1) — f(X
u = f(Xk_1)+f(Xk)—37( u 1) (k)> (31)
Xk—1 — Xk
U = \/u12 — f"(X—1)F' (Xk). (32)
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Optimizare 1D Metoda gradientului
Optimizare nD Metoda gradientilor conjugati
Exemple din mediile in care lucrati Metode cvasi-Newton

Conditii necesare si suficiente - nD

Notes

Fie f : R" — R cu derivate de ordinul 1 si 2 continue.
Conditia necesara de minim
Daca x* este un minim local al lui f atunci el este un punct critic
pentru f:
of
0%

< vectorul gradient sa fie nul.

(x*)=0, Vvj=1,...,n

Vi(x*) =0 (33)

Conditia suficienta de minim
Matricea Hessian sa fie pozitiv definita in punctul critic

V2f(x*) > 0 (34)
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Optimizare 1D Metoda gradientului
Optimizare nD Metoda gradientilor conjugati
Exemple din mediile in care lucrati Metode cvasi-Newton

Metoda Newton

Notes

Taylor:

F(X) = F(xk)+ (X —x) V(%) + %(x—xk)TVZf(xk)(x—xk)+- .
(35)
unde X, X, € R".
f(x) ~ g(x)
unde

9X) = F(xi) + (X~ %) TGk + (¢~ X6) H(x ~xi)  (36)

unde am notat fx = f(Xk), Ox = VF(Xk), Hx = V2F(Xk)
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Optimizare nD Metoda gradientilor conjugati
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Metoda Newton

1
q(x) = f(xk) + (X — X¢) "9k + 5(x— X)) "He(x —xx)  (37)
Se impune conditia
Va(x) =0 Xkq

Vq(x) = gk + Hx(x — Xk)

Xi+1 = Xk — Hy gk (38)
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Optimizare 1D Metoda gradientului
Optimizare nD Metoda gradientilor conjugati
Exemple din mediile in care lucrati Metode cvasi-Newton Notes
Metoda Newton
—1
Xkr1 = Xk — H, "9k (39)

Observatii:

@ Relatia este similara cu cea de la cazul 1D;
@ In practica nu se inverseaza matricea Hessian, ci se

rezolva
Hipk = -9k Pk (40)

apoi se calculeaa

Xki1 = Xk + Pk (41)

@ Dezavantaj: efort mare de calcul (o matrice Hessian la

fiecare iteratie si o rezolvare de sistem)
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Metoda gradientului

Am mai discutat aceasta metoda si la rezolvarea sistemelor simetrice si
pozitiv definite. Pe scurt:

AX)=b < minf(x)= %XTA ~b'x+c

Deoarece

Vf:%(AT—kA)—b:Ax—b

Algoritmul se baza pe

XK — )8 | p0)

unde r® = —vf(x*)
ak se determina din t(ax) = f(x**") min, de unde

Gabriela Ciuprina Algoritmi de optimizare. Introducere.



Introducere Metoda Newton

Optimizare 1D Metoda gradientului
Optimizare nD Metoda gradientilor conjugati
Exemple din mediile in care lucrati Metode cvasi-Newton Notes

Metoda gradientului

Acum pornim direct cu optimizarea functiei neliniare f(x)
Ideea: f(x) ~ I(x) (aproximarea de ordinul 1)’

I(X) = fi + (x — %) 9k

La o noua iteratie xx.1, valoarea functiei

vt & fi+ (Xeer — Xi) TGk

Deci Af =~ Axgy.
Doresc o scadere maxima =- o valoare maxima a produsului scalar dintre Ax

si gx = AX trebuie sa aiba directia vectorului gradient si sens opus acestuia.

Notam

AX = —ag =av

unde « € r4, V - directia de cautare.

"Notam iteratia ca indice.
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Metoda gradientului

In concluzie ideea metodei gradientului se bazeaza pe

constructia
Xk+1 = Xk + axVg

unde

Vi = —0k = —VI(Xk)

iar a, se determina la fiecare iteratie a.i. sa se minimizeze

functia f dupa directia v, care trece prin Xy, adica functia 1D

Ha)

mint(a) = f(Xxk + avk) = ak

Se pot aplica metode de minimizare 1D.
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Optimizare 1D Metoda gradientului
Optimizare nD Metoda gradientilor conjugati
Exemple din mediile in care lucrati Metode cvasi-Newton

Cautarea valorii optime pentru «

@ Daca minimizarea liniara este exacta, atunci directiile
consecutive din metoda gradientului sunt perpendiculare

9/, 1Vk = V] Gki1 = 0. (42)

@ Cautarea liniara a lui ak s-ar putea elimina daca se
cunoaste Hessianul H

’
f(gk + avi) = f(xk) + (avi) gk + E(OéVk)THk(ONk)

1
t(a) = qa) q(a) = f(xk) — Gk Gk + 50°gkHigk

T T
V9 9,9
/ / k9k kIk
gJla)=0 = ao,=-— H = 4TH (43)
9,19k 9, MKk
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Optimizare 1D Metoda gradientului
Optimizare nD Metoda gradientilor conjugati
Exemple din mediile in care lucrati Metode cvasi-Newton

Cautarea valorii optime pentru «

Notes

Notes

a - prin cautare liniara.

) obtinuta cu (43)

0 o) oy a
Functia f si aproximarile sale
pe directia v.

Care este mai buna ?
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Optimizare 1D

Optimizare nD

Exemple din mediile in care lucrati

Conditia de oprire

Variante:
@ functie

Metoda Newton

Metoda gradientului

Metoda gradientilor conjugati
Metode cvasi-Newton

|fep1 — fl

1/2(|fc1| + |fi| + EPS)

< ftol. (44)

EPS - zeroul maginii), introdus pentru a evita impartirea la

zero.
@ pas
s =%l i (45)
X1 — Xol|
@ gradient
[9k+1]l < gtol. (46)

Gabriela Ciuprina

Introducere

Optimizare 1D

Optimizare nD

Exemple din mediile in care lucrati

Algoritmi de optimizare. Introducere.

Metoda Newton

Metoda gradientului

Metoda gradientilor conjugati
Metode cvasi-Newton

Algoritmul general al metodei gradientului

1. Alege Xxg
k=0
Calculeaza gy = Vf(xp)
2. repeta
2.1. vy = —0Jk

2.2. Minimizeaza t(a) = f(Xx + avk) In raport cu o = ay

2.3. Pk = axVi

2.5. Calculeaza gx+1 = VF(Xkr1)

26 k=k+1

pana cand este indeplinita conditia de oprire

in capitolul de rezolvéri de sisteme liniare, algoritmul era particularizat pentru functii patratice

f(x) = Ix"Ax —bTx +¢c

Gabriela Ciuprina

Algoritmi de optimizare. Introducere.
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Optimizare 1D

Optimizare nD

Exemple din mediile in care lucrati

Efortul de calcul

Efort de calcul mare - chiar si pentru o functie patratica

Metoda Newton
Metoda gradientului
Metoda gradientilor conjugati

Metode cvasi-Newton Notes
,,,,, o
T T T T
0.0 16 32 48 64 80
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Introducere Metoda Newton
Optimizare 1D Metoda gradientului
Optimizare nD Metoda gradientilor conjugati
Notes

Exemple din mediile in care lucrati

Metode cvasi-Newton

Metoda gradientilor conjugati

Directia de cautare depinde atat de directia gradientului, cét si
de directia de cautare anterioara?

Virt = —Ok1 + BkVk, k>0, (47)

Primul pas este ca la metoda gradientului:

Vo = —9o

Directiile v, sunt alese sa fie H-conjugate (sau H-ortogonale):

VioHevj =0, (V) j <k (48)

2 Revedeti si prezentarea de la sisteme algebrice liniare.
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Introducere Metoda Newton

Optimizare 1D Metoda gradientului
Optimizare nD Metoda gradientilor conjugati
Exemple din mediile in care lucrati Metode cvasi-Newton

Metoda gradientilor conjugati

Determinam g inlocuind (47) in (48).
V};_,'_1Hij =0, (V)j<k.
j=k = Vi Hve=0

(—Qk+1 + Bkvk) THkvg = 0

Notes

Notes

= T
9k, 1HkVk
B = —HL == (49)
VkaVk
Necesita calculul Hessianului la fiecare iteratie - foarte
costisitor, se procedeaza altfel:
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Optimizare 1D Metoda gradientului
Optimizare nD Metoda gradientilor conjugati
Exemple din mediile in care lucrati Metode cvasi-Newton
Metoda gradientilor conjugati
Folosind aproximatia de ordinul doi pentru functia f
1
f(x) ~ q(x), q(X) = fi + (X — Xx) gk + E(x — %) THi (X — X¢)
=
V(%) ~ Vq(x), Vq(X) = gk + Hi(X — i)
= pentru X = X1
Ok+1 ~ Ok + He(Xier1 — X)) = Gkt =~ Gk + Hi(ouVi)
care inlocuita in (49) conduce la
5, = (Gt —9k)
Vi(Gk+1 — 9k)
_ Ok 1(Gkr1 — Gk) (50)

(=9 + Br—1Vi—1)"(Gr+1 — Gk)

Gabriela Ciuprina Algoritmi de optimizare. Introducere.
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Optimizare 1D Metoda gradientului
Optimizare nD Metoda gradientilor conjugati
Exemple din mediile in care lucrati Metode cvasi-Newton

Metoda gradientilor conjugati

Se poate arata ca sirul x, este astfel construit incat gradientul
in Xy si directia v satisfac in plus relatiile de ortogonalitate:

g};-{-1 gj - 07 VE+1gj - 07 j S k7 (51)
Relatii care nlocuite in (50) =

_ 9k 1(9k+1 — 9k) N 9 19k+1

Br - ! (52)
9,9« 9,9«
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Metoda gradientilor conjugati

Notes

Notes

Oricare din cele doua formule din relatia (52) se pot folosi.
Fiecare din ele este cunoscuta sub un nume celebru, si anume:

T
B, = % — formula Fletcher-Reeves(53)
kIk
W A\T
g, — (Gkui gT%k) 9kt1 _formula Polak-Ribiere. (54)
kIk

Relatiile sunt echivalente intr-o aritmetica exacta, dar numeric
formula PR se prefera pentru ca ea poate compensa micile
"defecte" de ortogonalitate ale direcifiilor.
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Algoritmul general al metodei GC

Varianta Polak-Ribiere

1. Alege xq
k=0
Calculeaza goV£(xo)
8=0

2. repeta

2.1. Vk = —gk+ Vi1

2.2. Minimizeaza t(«) = f(Xx + avk) in raport cu o = ay
2.3. Pk = axVg

2.4, X1 = Xk + Prk
2.5. Calculeaza gx1 = VF(Xks1)

2.6 3= (Gk+1 — Ok)" * Gk+1/(9f * k)
2.7. k=k+1

pana cand este indeplinita conditia de oprire
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Efortul de calcul

Pentru o functie patratica de n variabile se demonstreaza ca GC obtine
minimul dupa n pasi (intr-o aritmetica exacta). = este o metoda

semiiterativa.

w0 - a0

Metoda gradientului Metoda gradientilor conjugati
GC este in general mai rapid convergenta decat metoda gradientului pentru

functii multidimensionale mai complexe (functii neparabolice).
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Convergenta
Def. Un algoritm are ordinul de convergenta p daca
. X — Xmij
lim ” k+1 mm” - C
k=00 |[Xk — Xpninl[P
unde C este o constanta, rata de convergenia
@ p = 2 - convergenta patratica(metoda Newton)
@ p=1,C #0,C < 1-convergenta liniara (metoda
gradientului)
@ p=1, C =0 - convergenta superliniara (metoda
gradientilor conjugati dupa executarea a n pasi)
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Metode cvasi-Newton

Ideea:

@ Simuleaza iteratii de tip Newton, plasandu-se intre metoda
gradienului si metoda Newton. Sunt metode de ordinul 1.

@ Se lucreaza cu aproximari ale inversei matricei Hessian,

calculata cu ajutorul vectorului gradient evaluat in iteratiile

precedente.
@ Variante

@ mai simple - in care matricea raméane constanta pe
parcursul iteratiilor;

@ mai avansate - In care se construiesc aproximari din ce in
ce mai bune - algoritmi de metrica variabila
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Metoda Newton modificata

Notes

. -1
Newton: X1 — Xk = —H, "0k

Newton modificata

Xk+1 = Xk — Sk Gk, (55)

unde, S, este o matrice simetrica de dimensiune n x n
ak € Ry determinat a.i. t(a) = (X, 1) s fie minima3.

Obs
@ daca axSk = H, ' - metoda Newton

© S« =1 - metoda celei mai rapide coborari

Strategia:
Sy~ H;1

Poate fi mai de succes decat Newton daca nu exista garantia ca in

punctul de minim matricea hessian e pozitiv definita.

3Algoritmul dat de relatia (55) este cunoscut si sub numele de metoda gradientilor deviati, deoarece vectorul
directie se obtine printr-o transformare liniara a gradientului (prin inmultirea lui cu-matricea Sy.
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Constructia inversei H. Corectia de rangul unu.

Notes

Ideal: aproximarea Sy sa convearga catre inversa matricei Hessian in punctul

solutie si metoda sa se comporte global ca metoda Newton.

’
f(X) ~ fo+ (X — xk) gk + 5~ xi) Hi(X — Xk)

Vi(x) = gk + Hk(X — Xk)

= evaluat In Xx_ 4

Ok+1 ~ Ok + He(Xk1 — Xk). (56)

Notam:
Pk = Xkst — Xk, (57)
dxk = OGk+1 — Gk- (98)
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Constructia inversei H. Corectia de rangul unu.

= qk = Hpk7 (59)

Evaluarea gradientului in doua puncte da informatii despre matricea Hessian
H. Este natural sa incercam sa construim aproximatii succesive Sy ale

inversei matricei Hessian bazate pe datele obtinute din primii k pasi ai

procesului de coborare astfel incat, daca H ar fi constanta, aproximatia sa
satisfacta relatia (59), adica:

Skt =pi, 0<i<k. (60)

Dupa n pasi liniari independenti se obtine S, = H='. Deoarece H si H=" sunt
simetrice, este natural sa se construiascd o aproximatie Sy a luiH™" care

este de asemenea simetrica. Se cauta o schema care pastreaza simetria:

T
Sk+1 = Sk + Zx2Zk, (61)
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Constructia inversei H. Corectia de rangul unu.

Vectorul coloana z, defineste o matrice care are rangul cel mult unu si care
corecteaza aproximarea inversei matricei Hessian. Le vom alege astfel incat
relatia (60) sa fie satisfacuta. Luand i egal cu k in relatia (60) si folosind

relatia (61) se obtine:

Pk = Sk11qk = SkQk + 2«2/ i, (62)

de unde rezulta ca:
Pr —SkQk = ZxkZi Gk, (63)
(Px—Skdk) = akzezt, (64)

si inmultind aceste doua relatii rezulta ca:
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Constructia inversei H. Corectia de rangul unu.

7 (Pk — Skqk)(Pk — Ska)T.

z.z] = (65)
T
(z4 qk)?
si, in final
T
S, . —s, . (Px—Ska)(Px — Skak) 66
k+1 = Ok T+ T S . (66)
q, (Pk — Skax)
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Algoritmul metodei cvasi-Newton cu corectie de rang 1

1. Alege S, simetrica si pozitiv definita

Alege Xxo
k=0
Calculeaza go = Vf(xo)
2. repeta
2.1. v = —Skdk
2.2. Minimizeaza t(a) = f(Xx + aVvi) inraportcu a > 0 = ax
2.3. Pk = axVk

2.4. Xk+1 = Xk + pk
2.5. Calculeaza gx+1 = VF(xk)

2.6. gk = Gk+1 — Ok
2.7. Skt = Sk + (Px — SkAk) (P« — Skqk) "/ (Ak (Px — Skak))

28k =k+1
pana cand este indeplinita conditia de oprire
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Algoritmul metodei cvasi-Newton cu corectie de rang 1

Dificultati:

® S, 4 calculata cu formula (66) raméane pozitiv definita

numai daca q/ (px — Skdx) > 0, conditie care nu poate fi
garantata.

@ Chiar dacaSg_ 1 este pozitiva, in cazul in care ea este mica

apar dificultati numerice.
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Metoda Davidon-Fletcher-Powell

@ Are o proprietate uimitoare: pentru o functie obiectiv patratica

genereaza simultan directiile din metoda gradientilor conjugati si

construieste inversa matricei Hessian.

@ La fiecare pas aproximatia inversei matricei Hessian este

corectata prin intermediul a doua matrice simetrice de rangul
unu, si de aceea aceasta schema este adesea numita

procedura de corectie de rangul doi.

Formula propusa pentru calculul aproximarii inversei matricei
Hessian:

I S IS
Skt — Sk + PrPy  SkAkAx Sk (67)

Pidk  dfSkdx
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Algoritmul metodei Davidon-Fletcher-Powell

1. Alege S simetrica si pozitiv definita

Alege X
k=0
Calculeaza go = V£(Xo)
2. repeta
2.1. v, = fSkgk
2.2. Minimizeaza t(«) = f(Xx + avk) in raport cu o > 0 =
2.3. Pk = Vg

2.4, X1 = Xk + Prk
2.5. Calculeaza gx+1 = VF(Xky1)
2.6. 9k = Gk+1 — dk

2.7. Sky1 = Sk + PP/ /(P4 Ak) — SkAkay Sk/ (A Skak)
28k =k+1
pana cand este indeplinita conditia de oprire
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Metoda Davidon-Fletcher-Powell

Notes

Notes

Se poate demonstra ca

@ Daca Sy este pozitiv definita, atunci S, 1 este si ea pozitiv
definita. Este interesant ca aceasta afirmatie este
adevarata chiar daca «a nu este un punct de minim pentru
functia t(«).

@ Daca f este o functie patratica, avand deci o matrice
Hessian constanta H, atunci metoda
Davidon-Fletcher-Powell genereaza directii px care sunt
H-ortogonale, iar dupa n pasi S, = H-'. In acest caz,
metoda face minimizari liniare succesive de-a lungul unor
directii conjugate. Mai mult, daca aproximarea initiala Sg
este luatd matricea unitate, atunci metoda devine metoda
gradientilor conjugati iar solutia se obtine dupa n pasi.
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Metoda Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno

La DFP, formula pentru calculul matricei S, 1 se bazeaza pe
Skr1qi =pi, 0<i<Kk, (68)
care a fost dedusa din
qi=Hp;, 0<i<k, (69)

relatie care este adevarata daca functia f este patratica.
Alta idee: a folosi aproximatii chiar ale matricei Hessian si nu ale
inversei ei.

@ Notam aproximatiile lui H cu T

@ Vom cauta in mod analog sa avem satisfacute relatiile:

qi = Tkpapi, 0<i<k. (70)
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Notes

Notes

Se obtine:
Corectia de rangul unu:

(9k — TkPk)(Qk — Tups)"
P/ (dk — TkPk)
Si corectia de rangul doi (BFGS)

T T TT
Teo = Ti+ dk9x  TkPkPx Tk (72)

alpx P/ Twpk

Terr = Tt

de unde

- (73)
k+1 q;pk

BFGS _ 1+a/Skak \ PP,  P«9/Sk + Skadkp]

S =Sk + ; -
Pr Ak a, Pk

in algoritm DFP, se schimba pasul 2.7
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DFP vs BFGS

]

Metrica variabila sau gradienti conjugati?

Experimentele numerice au aratat ca performanta formulei BFGS este

superioara celei DFP, si de aceea ea este preferata.
Atat DFP cat si BFGS folosesc o corectie de rangul doi care este

construita cu ajutorul vectorilor px si Skqx. Combinatii ponderate ale

acestor formule vor fi de aceea de acelasi tip (simetrice, de rangul doi,
si construite din px Si S«q«)-

Aceasta observatie a condus Tn mod natural la considerarea unei familii
intregi de metode, cunoscute sub numele de metode de tip Broyden,

definite de relatia

SCD _ (1 _ d))SDFP 4 ¢SBFGS7 (74)

unde & este un parametru care poate lua orice valoare reala.
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GC este un caz particular al metodelor de metrica variabila (MV).

Se foloseste informatia obtinuta din minimizari unidimensionale de-a
lungul unor direciii succesive.

Algoritmii sunt construiti astfel incat n minimizari liniare sa conduca
catre minimul exact al unei functii patratice in n dimensiuni.

Pentru functii mai generale, nepatratice, directiile sunt intotdeauna
coboratoare, iar dupa n iteratii convergenta este superliniara.

MV difera de GC prin faptul ca memoreaza si reactualizeaza informatia
acumulata.

in loc s34 memoreze un vector intermediar de dimensiune n, ele

memoreaza o matrice de dimensiune n x n. In general, pentru n
moderat, acesta nu este un dezavantaj semnificativ.

Exista multe implementari sofisticate ale metodelor de MV, care
minimizeaza eroarea de rotunjire sau trateaza conditii mai speciale.

Gabriela Ciuprina Algoritmi de optimizare. Introducere.



Introducere

Optimizare 1D

Optimizare nD
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Aspecte avansate

Metoda Newton

Metoda gradientului

Metoda gradientilor conjugati
Metode cvasi-Newton

Notes

@ Metode de tip trust region (de exemplu

Levenberg-Marquardt, etc)

[Yuan15] Ya-xiang Yuan, Recent advances in trust region algorithms, Mathematical Programming 151(1),

2015, disponibila la

https://www.researchgate.net/publication/273908953_Recent_advances_in_trust_region_algorithms

@ Tratarea restrictiilor
@ SQP
@ Interior point methods

@ Method of moving aysmptotes

o etfc
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COMSOL - formularea prolemei de optimizare

Notes
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COMSOL - metode disponibile
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COMSOL
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COMSOL - metode disponibile

~ Optimization Solver

Method:

LCuordinate search

¢ Coordinate search
Monte Carlo
MNelder-Mead

:

BOBYQA
COBYLA
SNOPT
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{
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COMSOL - descrierea functiei obiectiv

tuning_fork_optimization.mph - COMSOL Multiphysi viia)(x
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COMSOL - parametrii de optimizat si domeniie lor
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COMSOL - alte restrictii (info)
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Constraint handling method

Penalty parameter p:

Penalty parameter p:

 (tolerance factor for the penalty parameter)

& (tolerance for the subsolver):
Constraint tolerance:
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Optimization toolbox
Fara restrictii:

@ Quasi-Newton

@ Nelder-Mead:

@ Regiunea de incredere (trust region) - utila pentru probleme cu
multe variabile, unde poate fi exploatata structura si raritatea.

Cu restrictii
@ Metode de punct interior;
@ Programare patratica secventiala (SQP);

Alte metode §| detalii la nttps:/ich.mathworks.com/products/optimization.html
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