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Ecuatie diferentiala

@ Ecuatie care contine:
© o functie necunoscuta, care depinde de una sau mai multe
variabile;
@ derivate ale functiei necunoscute;
© unele dintre variabile.
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Ecuatie diferentiala

@ Ecuatie care contine:
© o functie necunoscuta, care depinde de una sau mai multe
variabile;
@ derivate ale functiei necunoscute;
© unele dintre variabile.

@ A rezolva o ecuatie diferentiala = a "integra” ecuatia diferentiala
= a gasi functia necunoscuta.
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Ecuatie diferentiala

@ Ecuatie care contine:

© o functie necunoscuta, care depinde de una sau mai multe
variabile;

@ derivate ale functiei necunoscute;

© unele dintre variabile.

@ A rezolva o ecuatie diferentiala = a "integra” ecuatia diferentiala
= a gasi functia necunoscuta.

@ Daca functia necunoscuta depinde de o singura variabila =
ODE;
F(x(t),x'(t),x"(t),...,xO(t),t) =0
X : [to, T] — rnecunoscuta F : RO — rse da.

@ Daca functia necunoscuta depinde de cel putin doua variabile =
PDE;

@ Ordinul ec. =
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Ecuatie diferentiala

@ Ecuatie care contine:

© o functie necunoscuta, care depinde de una sau mai multe
variabile;

@ derivate ale functiei necunoscute;

© unele dintre variabile.

@ A rezolva o ecuatie diferentiala = a "integra” ecuatia diferentiala
= a gasi functia necunoscuta.

@ Daca functia necunoscuta depinde de o singura variabila =
ODE;
F(x(t),x'(t),x"(t),...,xO(t),t) =0
X : [to, T] — rnecunoscuta F : RO — rse da.

@ Daca functia necunoscuta depinde de cel putin doua variabile =
PDE;

@ Ordinul ec. = cel mai mare ordin al derivatelor care intervin.
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Ecuatie diferentiala ordinara (ODE) de ordinul 1

F(x(t),x/(t),t) = 0

X : [tg, T|] — R necunoscuta

F: R — RSeda

Caz particular - ecuatie diferential a explicit a
dx
— =f(x(t),t
= = T(x().1)

X : [to, T] — R necunoscuta
f: R> — R se da.

Numai astfel de ecuatii formulate explicit vom considera in cele ce urmeaza.
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Ecuatie diferentiala ordinara (ODE) de ordinul 1

F(x(t),x/(t),t) = 0

X : [tg, T|] — R necunoscuta
F: R — Rseda.

Caz particular - ecuatie diferential a explicit a

dx
T = f(x(t),t)

X : [to, T] — R necunoscuta
f: R> — R se da.

Numai astfel de ecuatii formulate explicit vom considera in cele ce urmeaza.

Bunaformulare?
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Ecuatie diferentiala ordinara (ODE) de ordinul 1

Se dau
f:rRx[tg, T] = R Xo € R

Se cere
X:[to, T] = R

care satisface

dx
&= fx. (1)
X(to) = Xo (2)
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Ecuatie diferentiala ordinara (ODE) de ordinul 1

Se dau
f:rRx[tg, T] = R Xo € R

Se cere
X:[to, T] = R

care satisface

dx
&= fx. (1)
X(to) = Xo (2)

Problema cu o valoare initiala
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Ecuatie diferentiala ordinara de ordinul 1
Sisteme de ODE de ordinul 1

Ecuatii diferentiale de ordin superior
Rezolvarea numerica - preliminarii

Sisteme de ODE de ordinul 1

Sisteme de ODE formulate explicit.

Se dau

f:RrRY x [to, T] — RY

Se cere

Xo € RY

X : [to, T] = RY

care satisface

dx
dt

X(to) =

Sistemul are dimensiunea q.

Gabriela Ciuprina

f(x(t),t) (3)
Xo (4)

Ecuatii si sisteme diferentiale ordinare



Formularea problemei Ecuatie diferentiala ordinara de ordinul 1
Metode 6 Sisteme de ODE de ordinul 1
Metode explicite de ordin superior Ecuatii diferentiale de ordin superior
Aspecte avansate Rezolvarea numerica - preliminarii

Sisteme de ODE de ordinul 1

Sisteme de ODE formulate explicit.
Se dau
f:RrRY x [to, T] — RY Xo € RY

Se cere
X : [to, T] = RY

care satisface

dx
= ). 3)
X(to) = Xp (4)

Sistemul are dimensiunea q.
Problema cu valori inifiale
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Ecuatii diferentiale de ordin superior

@ Orice ecuatie ODE de ordin superior poate fi transformata
ntr-un sistem de ODE de ordinul 1 prin schimbare de
variabila. = Ne vom ocupa doar de ecuatii si sisteme ODE

de ordinul 1.
Exemplu:
2
add{g) + bdyd—gt) Foy(t)+d=0.
&
" 2(1)
=0~ gy -8z -4
Daca notdm x(t) = { 32/8 ] atunci f(x(t)) = —ey(t) i(tg)z(t) _¢
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Buna formulare

Buna formulare a unei ecuatii ODE de ordin superior (q)
necesita impunerea a g conditii care se refera la valori ale
functiei necunosute sau/si ale derivatei ei in puncte ale
domeniului de definitie.

@ Daca toate conditiile sunt specificate la marginea inferioara
a domeniului de definitie (tp) atunci se spune ca problema
este cu valori initiale!;

@ Daca se impun conditii la Tnceputul si la sfarsitul
domeniului de definitie, se spune ca problema este cu
valori de frontiera?.

Tn acest curs ne ocupam de probleme cu valori initiale.

VP - initial boundary problem
2BVP - boundary boundary problem
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Rezultatele metodelor numerice

Metoda numerica nu va furniza o expresie analitica pentru
functia necunoscuta x(t) ci un tabel de valori:

to t ty . tn

Xo X1 X2 Xn

undet, =T
Obs:

@ De multe orit reprezinta timp si se poate considera ty = 0O;
@ Vom nota: x(t;) solufia exacta si x; aproximatia ei

Xj ~ X(tj)

@ inceleceurmeazavompp:tj —t_;1 =h & t=tg+jh

Gabriela Ciuprina Ecuatii si sisteme diferentiale ordinare



Formularea problemei Ecuatie diferentiala ordinara de ordinul 1

Metode 6 Sisteme de ODE de ordinul 1
Metode explicite de ordin superior Ecuatii diferentiale de ordin superior
Aspecte avansate Rezolvarea numerica - preliminarii

Ecuatii vs. sisteme

Prezentarea multor metode numerice pentru rezolvarea
sistemelor ODE nu difera fata de cazul ecuatiilor.

@ De aceea, n cele ce urmeaza vom adopta notatia pentru
ecuatii, Tn care functia necunoscuta este x(t) si membrul
drept al ecuatiei este f(x(t),t).

@ 1n cazul sistemelor, formulele ar trebui modificate astfel
incat sa apara x(t) si f(x(t),t).

Metodele numerice Tn care aceasta notatie nu este potrivita vor
fi discutate separat. Ele sunt metode dezvoltate pentru clase
speciale de probleme, care genereaza sisteme ODE cu o
anumita structura.
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Metoda Euler explicita

Dezvoltarea in serie Taylor in jurul lui t;

h_, h?
X(tj+h):X(tj)+ﬂX (ﬁ)*’jx () +-- ()
Formula Taylor
h / h2 "
X(t +h) = x () + X () + 5,%"(0) (6)
x(4 +h) = x(t) + hf (x(t), ) + O(h?) 7

Daca am presupune ca valoarea la iteratia j a fost calculata
exact x; = X(t;) atunci

X (4 +h) = x; + hf(x;, ) + O(h?) (8)
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Metode explicite de ordin superior
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Metoda Euler explicita

Metoda Euler explicita
Metoda Euler implicita
Exemplu
Metode 6

Daca am presupune ca valoarea la iteratia j nu este afectata de

erori x; = X(t;) atunci

X(tj + h) =X + hf(Xj,tj) + O(hz)

Daca adoptam ca formula de calcul (Euler explicit)

Xj,l:XJ‘—‘rhf(Xj,tj) (9)

atunci eroarea locala la iteratia j este

e = [x(ty1) — X412 = O(h?) (10)

Gabriela Ciuprina
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Metoda Euler explicita

Daca am presupune ca valoarea la iteratia j nu a fost calculata
exact x(tj) = xj + ey atunci

X(t +h) = X + ey + hf(x;, t;) + O(h?)
Daca adoptam ca formula de calcul (Euler explicit)
Xjr1 =X + hf (Xj,tj) (1)
atunci eroarea locala este

€1 = |X(tj+1) - Xj+1| =€y + O(hz) (12)
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Metoda Euler explicita

Eroarea globala este eroarea la ultimul moment de timp

&g = [X(th) — Xa| = €y, + O(h?) = e, , + O(h?) + O(h?) =

T

— no(h?) = %O(hz) — O(h) (13)
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Metoda Euler explicita

O alta varianta de deducere a relatiei de calcul

dx

& =1x(.0) (14)

@ Se scrie ecuatia la momentul de timp discret t;;
@ Pentru derivata: formula de diferente finite progresive de

ordinul 1
BRI ) = (15)
Xj+1 = Xj + hf (Xj,tj) (16)
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Metoda Euler explicita

O alta varianta de deducere a relatiei de calcul

dx

& =1x(.0) (14)

@ Se scrie ecuatia la momentul de timp discret t;;
@ Pentru derivata: formula de diferente finite progresive de

ordinul 1
BRI ) = (15)
Xj+1 = Xj + hf (Xj,tj) (16)

Folosirea seriei Taylor este utila pentru estimarea erorii de
trunchiere.
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Metoda Euler explicita - algoritm

procedur a Euler_explicit (xinit,t0,T ,h,x)
real xinit
real t0, T
real h
n=[(T -t0)/h]
tablou real t[n + 1]
tablou real x[n + 1]
to = t0
Xo = Xinit
pentru j =0,n—1
Xj+1 = X + hf(X;, tj)
=14+ h

retur
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Metoda Euler explicita
Metoda Euler implicita
Exemplu
Metode 6

Metoda

Derivata: formula de diferente finite regresive de ordinul 1

dx
= =fx®).1) (7)
e (18)
X =X 1+ hf(x,t) (19)
- - = = E 9DaA® 1761
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Metoda Euler implicita

Derivata: formula de diferente finite regresive de ordinul 1

dx
Faai N ORY) (17)
A ) = (18)
Xj = X1+ hf(x;, %) (19)

Relatia este implicita, la fiecare pas se rezolva o ecuatie
algebrica neliniara pentru determinarea marimii x;
Metoda Euler implicita
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Metoda Euler implicita

Derivata: formula de diferente finite regresive de ordinul 1

dx
Faai N ORY) (17)
A ) = (18)
Xj = X1+ hf(x;, %) (19)

Relatia este implicita, la fiecare pas se rezolva o ecuatie
algebrica neliniara pentru determinarea marimii x;
Metoda Euler implicita
Sin acest caz

e =0(h?)  eq =0O(h)
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Metoda Euler implicita

Xj = Xj—1+ hf(Xj,tj) (20)
Ecuatia neliniara de rezolvat: F(x) = 0, unde
F(x) =x —x_1 — hf(x,t;)

@ lteratii simple:

x(M = xM L cF(xM) aici x(M = xj(”) x(V) = xj(v)

xj(”) = xj(") + c(xj(") — X1 — hf(xj("), t))
De exemplu, dacac = -1

x™ = x;_1 +ht (x"), 1))
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Metoda Euler implicita

Xj = Xj—1+ hf (Xj,tj) (20)
Ecuatia neliniara de rezolvat: F(x) = 0, unde
F(x) =x —x_1 — hf(x,t;)

@ Newton:

xM =xM L cF(xM) aici x(M = xj(n) x(V) = xj(v)

c=-1/F'(x")) unde F'(x) = 1 — hZ(x, )

V) xj(v) —Xj_1 — hf (xj(v),tj)

i
1-h2x".4)
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Metoda Euler implicita

Metoda Euler explicita
Metoda Euler implicita
Exemplu
Metode 6

@ La fiecare pas de timp se rezolva o ecuatie neliniara;

@ Initializarea rezolvarii ecuatiei neliniare - de exemplu cu
solutia de la Euler explicit (metoda predictor-corector);

@ Eroarea si numarul maxim admis de iteratii pentru
procedura neliniara - trebuie sa fie parametri de intrare

pentru Euler implicit;

@ Daca f este o functie liniara, atunci F (x) = 0 este o
ecuatie liniara, solutia se poate calcula explicit.

@ Metoda Euler este o0 metoda cu un pas, de ordinul 1.

Metoda cu un pas = valoarea Tntr-un punct tj,; se calculeaza in functie de
comportarea functiei Tn intervalul [tj, t11). In metoda Euler, valoarea tj;, se

calculeaza in functie de valoarea in t;.

Ordinul metodei = se refera la ordinul erorii globale, aici e; = O(h).

Gabriela Ciuprina
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Metoda Euler implicita

procedur a Euler_implicit (xinit,t0, T ,h,err,maxit,x)
real xinit

real tO, T

real h

real err

intreg maxit
n=[(T -t0)/h]
tablou real t[n + 1]
tablou real x[n + 1]
to = t0

Xo = Xinit

Gabriela Ciuprina Ecuatii si sisteme diferentiale ordinare



Formularea problemei

Metode 6
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Metoda Euler implicita

Metoda Euler explicita
Metoda Euler implicita
Exemplu
Metode 6

procedur a Euler_implicit (xinit,t0, T ,h,err,maxit,x)

pentru j=0,n—1

xn = x; + hf(x;, t;) ; initializare ca la Euler explicit

; iteratii simple (c=-1)

k=0

repeta
XV =Xxn
xn =X + hf(xv,t)
k=k+1

d = |xv — xn|

panacand (d < err) sau k > maxit
daca k > maxit scrie procedura neliniara neconvergenta

tj+1 - tJ + h
Xj41 = XN

retur sau cu Newton:

Gabriela Ciuprina
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Metoda Euler implicita

Metoda Euler explicita
Metoda Euler implicita
Exemplu
Metode 6

procedur a Euler_implicit (xinit,t0, T ,h,err,maxit,x)

pentru j=0,n—1

xn = x; + hf(x;, t;) ; initializare ca la Euler explicit

; Newton
k=0
repeta

XV = XN

XN =Xj — (Xv — Xj_1 — hf(xv,t))/(1 — h-fder(xv,t))

k=k+1
d = |xv — xn|

panacand (d < err) sau k > maxit
daca k > maxit scrie procedura neliniara neconvergenta

tj+1 == tJ + h
Xj41 = XN
retur
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Metode 6

Metode explicite de ordin superior
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Exemplu

Metoda Euler explicita
Metoda Euler implicita
Exemplu
Metode 6

Ri(t) +u(t)=E

du(t)

RC
dt

+u(t) =

Gabriela Ciuprina

i(t)y

i) =c B, (21)
u(0) =uo =0. (22)

Ecuatii si sisteme diferentiale ordinare



Formularea problemei

Metode 6

Metode explicite de ordin superior
Aspecte avansate

Exemplu

Metoda Euler explicita
Metoda Euler implicita
Exemplu
Metode 6

E)exp(—t/7) + E. (21)

unde 7 = RC este constanta de timp a circuitului.

Gabriela Ciuprina
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Metode 6 Metoda Euler implicita
Metode explicite de ordin superior Exemplu
Aspecte avansate Metode 6
Exemplu
Ecuatia (22) o rescriem ca
du(t 1 1
( )Jrfu(t):—E. (22)
at T T

Vom urmari calculul numeric n intervalul de timp [0, tmax] unde
tmax = 107 intr-o retea echidistantd de n puncte t;, unde pasul
de discretizare h este

ti1—t=h pentru j=1,....n-1 (23)

Vom nota valorile discrete obtinute prin rezolvare numerica cu
uj. Ele vor fi aproximatii ale marimii reale u.

U ~ u(t). (24)
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Metoda Euler implicita
Exemplu

Metode 6

Exemplu

du(t) 1 1

T‘F;U(t): ;E (25)
Varianta | - Euler explicit (dif. finite progresive de ord. 1)
Ui —Uu 1 1
34 Sy = E, (26)
h T T

= Uj41 poate fi calculata explicit cu formula

h h
Ujt1 = U (1 - ;) + ;E. 27)

[m] = = =

DA 2361
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Metode 6 Metoda Euler implicita
Metode explicite de ordin superior Exemplu
Aspecte avansate Metode 6

Exemplu

h h

procedur 3 euler_explicit_RC(u0,E,tau,h,N,u)
; rezolva ecuatia % + %u(t) = %E cu metoda diferentelor finite
; d/dt se discretizeaza folosind diferente progresive de ordinul 1

real u0 ; conditia initiala - data

real E ; coeficient In ecuatie - data

real tau ; constanta de timp - data

real h ; pas de discretizare al intervalului de timp - dat
intreg n ; numar de valori de timp - dat

tablou real u[n] ; solutia discreta - rezultat

u(1) =u0

pentru j=1,n-1
u(j+1) = u(j)*(1-h/tau) + h*E/tau

.
retur

Aceasta metoda, este instabila pentru h > 7.

Gabriela Ciuprina Ecuatii si sisteme diferentiale ordinare



Metoda Euler explicita

Metoda Euler implicita
Exemplu

Metode 6

du(t) 1 1
—u(t) = =E. 2
dt + Tu( ) T (29)
Varianta a ll-a - Euler implicit (dif. finite regresive de ord. 1)
Uy — Uj_
e (30)
h T T

= u; poate fi calculata explicit:

h h
uj = (Uj_]_ + —E) / (1—|— —) . (31)
T T

=] F
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Formularea problemei Metoda Euler explicita

Metode 6 Metoda Euler implicita
Metode explicite de ordin superior Exemplu
Aspecte avansate Metode 6
Exemplu
du(t 1 1
—L2+—M0:—E. (29)
dt T T

Varianta a ll-a - Euler implicit (dif. finite regresive de ord. 1)

U — Uui_ 1 1
ST Sy = CE, (30)

h T T

= u;j poate fi calculata explicit:

h h
uj = (Uj_l + E) / <1 + > . (32)
T T
Tn acest caz nu este nevoie de rezolvarea unei ecuatii neliniare

Gabriela Ciuprina Ecuatii si sisteme diferentiale ordinare



Formularea problemei Metoda Euler explicita

Metode 6 Metoda Euler implicita
Metode explicite de ordin superior Exemplu
Aspecte avansate Metode 6

Exemplu

h h
Uy=(Uy-1+-E)/(1+-). (32)
T T

procedur 3 euler_implicit_RC(u0,E,tau,h,n,u)

; rezolva ecuatia duT(t) + %u(t) = %E cu metoda diferentelor finite

; d/dt se discretizeaza folosind diferente regresive de ordinul 1

real u0 ; conditia initiala - data

real E ; coeficient Tn ecuatie - data

real tau ; constanta de timp - data

real h ; pas de discretizare al intervalului de timp - dat
intreg n ; numar de valori de timp - dat

tablou real u[n] ; solutia discreta - rezultat

u(1) =u0

pentru j=2,n
u(j) = (h*Eftau + u(j-1))/(1 + hi/tau)
e retur

Gabriela Ciuprina Ecuatii si sisteme diferentiale ordinare
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Formularea problemei

Metode 6

Metode explicite de ordin superior
Aspecte avansate

Metode ¢

Metoda Euler explicita
Metoda Euler implicita
Exemplu
Metode 6

Metoda Euler face parte din categoria metodelor numite "8". in

A

care aproximatia x; se calculeaza prin rezolvarea ecuatiei

—Xj_1+X = h [Hf(xjflatjfl) + (1 - G)f(xjati)] ) (33)

Exista urmatoarele scheme de calcul celebre

Gabriela Ciuprina
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Formularea problemei Metoda Euler explicita

Metode 6 Metoda Euler implicita
Metode explicite de ordin superior Exemplu
Aspecte avansate Metode 6

Metode intr-un pas - metode 6

@ Metoda Euler explicita (sau progresiva) 6 = 1:
Xj = Xj—1+hf(Xj_1,t-1) (34)
unde h = t—1t_1.
(Derivata: diferente finite progresive de ordinul 1).
@ Metoda Euler implicita (sau regresiva) § = 0:
X = X1+ hf(x;, ) (35)
unde h =t —tj_1.
(Derivata: diferente finite regresive de ordinul 1.)
@ Metoda trapezelor § = 1/2:
h
X =X-1+ E(f(xj,l,tj,l)+f(xj,tj)) (36)
unde h =t —tj_1.
(Pe aceasta varianta de calcul se bazeaza metoda Crank-Nicolson
pentru rezolvarea PDE.)

Gabriela Ciuprina Ecuatii si sisteme diferentiale ordinare



Formularea problemei Metoda Euler explicita

Metode 6 Metoda Euler implicita
Metode explicite de ordin superior Exemplu
Aspecte avansate Metode 6

Metode intr-un pas - metode 6

Justificarea numelui metodei trapezelor.

unztmmwmmﬂ

to

Considerand momentele discrete t;_; sitj are loc

um:[“ﬂumomfﬁfumnm.

0 tj—l

Schema de calcul va Tnlocui valorile exacte cu unele
aproximative, In consecinta

Gabriela Ciuprina Ecuatii si sisteme diferentiale ordinare
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Formularea problemei Metoda Euler explicita

Metode 6 Metoda Euler implicita
Metode explicite de ordin superior Exemplu
Aspecte avansate Metode 6

Metode intr-un pas - metode 6

Xj = Xj—1+ [, (39)

unde | reprezinta o aproximare pentru integrala

/tj F(x (1), 1)

j—1

Cea mai simpla aproximare a integralei = aria trapezului
corespunzator intervalului [t_1, t] =

h
Xj = Xj_1+ > (F(xj—1,5-1) + (x5, 1))

adica exact formula (36).
Metoda trapezelor este de ordinul 2.

Gabriela Ciuprina Ecuatii si sisteme diferentiale ordinare



Formularea problemei Metoda Euler explicita

Metode 6 Metoda Euler implicita
Metode explicite de ordin superior Exemplu
Aspecte avansate Metode 6

Metode intr-un pas - metode 6

Tema (facultativ):

© Transformati pseudocodul metodei Euler implicit intr-o
metoda generala 6, in care # este un parametru.

@ Tratati separat cazul § = 1 astfel incat algoritmul sa includa
si metoda Euler explicita.

Gabriela Ciuprina Ecuatii si sisteme diferentiale ordinare



Formularea problemei

Metode 6

Metode explicite de ordin superior
Aspecte avansate

Taylor
Euler modificata
Runge-Kutta explicita

Metoda Taylor

Pentru a avea o0 acuratete mai mare — seria Taylor cu un
numar suplimentar de termeni:
Formula Taylor

2

ho, .. h2,  h o
x(t +h):X(tj)+ﬂX (tj)+§x (ﬁ)‘*‘gx ©) (40)

X(t +h) = x(4) + hf(x(t),4) + h*F'(x(t),4) + O(h®)  (41)
2

h
Xj+1 =X -+ hf(Xj,tj) + ?f/(xjﬁtj) (42)

E nevoie de f’ - poate fi costisitor de evaluat.
Se prefera variante care folosesc numai evaluari ale functiei f.
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Formularea problemei

Metode 6

Metode explicite de ordin superior
Aspecte avansate

Taylor
Euler modificata
Runge-Kutta explicita

Metoda Euler modificata

Se estimeaza solutia in punctul central ca la Euler explicit

h
Xi+1/2 =% + 51X, 4) (43)

Aceasta estimare se foloseste pentru a aproxima derivata lui x
Nt
X112 = (X172 G11/2) (44)
care se foloseste pentru a aproxima derivata pe intregul
interval [tj, tj ;1]
Xj+1 =X + hf(Xj11/2,t41/2) (45)

Aceasta idee duce la familia de metode Runge-Kutta (RK).
(Euler modificata = este o varianta de RK cu doua etape)

Gabriela Ciuprina Ecuatii si sisteme diferentiale ordinare



Formularea problemei

Metode 6

Metode explicite de ordin superior
Aspecte avansate

Taylor
Euler modificata
Runge-Kutta explicita

Familia de metode Runge-Kutta - explicite

Metoda RK cu v etape:

Xj+1 = Xj + ho (46)
o = (D(Xj,tj,h)
® = bk (47)
i=1

@ b; coeficienti constanti, numiti ponderi, se aleg convenabil
@ Ki = Kj(xj,,h) se calculeaza astfel:
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Formularea problemei

Metode 6

Metode explicite de ordin superior
Aspecte avansate

Familia de metode Runge-Kutta - explicite

Taylor
Euler modificata
Runge-Kutta explicita

Ky = f(XJ' + h(a21K1),tj + Czh) (49)

Ky = f(XJ' + h(a31K1 + a32K2),tj + Cgh) (50)
v—1

K, = f(x+h> a,pKp,t+ch) (51)
p=1

unde
@ a; coeficienti constanti, formeaza matricea Runge-Kutta,
se aleg convenabil,
@ ¢; coeficienti constanti, se numesc noduri, se aleg
convenabil.
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Formularea problemei

Metode 6

Metode explicite de ordin superior
Aspecte avansate

Familia de metode Runge-Kutta - explicite

Taylor
Euler modificata
Runge-Kutta explicita

Scris pe scurt (util pentru scrierea pseudocodului):

RK explicite

Xi+1 = Xj+ho, j=0,...,n-1 (52)
¢ = ZyjbiKi (53)
i=1
Ky = f(Xj,tj) (54)
Ki = f(xj+h§aipr,tj+cih) i=2,...,v (55
p=1

Gabriela Ciuprina Ecuatii si sisteme diferentiale ordinare



Formularea problemei

Metode 6

Metode explicite de ordin superior
Aspecte avansate

Familia de metode Runge-Kutta - explicite

Taylor
Euler modificata
Runge-Kutta explicita

Pentru a aplica metoda RK, trebuie specificat numarul de pasi
(ordinul) v si valorile constante din structurile a, b, c.
Tabelul lui Butcher

Proprietati:
0
14
Cx | an
Sb =1
Cz | a1 az —
. : i—1
Co |1 Q2 -+ dp-1 Zaik = G,
b]_ b2 bl/—l b, k=1

i=2,v
Coeficientii se determina astfel incét relatia RK de ordinul v sa
fie echivalenta cu dezvoltarea in serie Taylor de ordinul v.
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Formularea problemei

Metode 6

Metode explicite de ordin superior
Aspecte avansate

Familia de metode Runge-Kutta - explicite

Taylor
Euler modificata
Runge-Kutta explicita

Runge-Kutta cu 1 pas

Xj+1 == Xj + hq)
¢ = biK; = X1 = Xj—i-hblf(Xj,tj)
K1 = f(x.4)
Taylor
Xj+1 = % + hf(x;, ) + O(h?)

= by = 1= x41 =X +hf(x,t) este Euler explicit
0
1

Gabriela Ciuprina Ecuatii si sisteme diferentiale ordinare



Formularea problemei

Metode 6

Metode explicite de ordin superior
Aspecte avansate

Familia de metode Runge-Kutta - explicite

Taylor
Euler modificata
Runge-Kutta explicita

Runge-Kutta cu 2 pasi

Xj+1 = X +ho
® = biKi+byK;
K1 = f(Xj,tj)
K2 = f(Xj + h(a21K1),tj + coh)

= Xj11 = X + h [baf (X, ) + bof (X + h(a21K1), tj + c2h)]

Taylor
2

h
Xj+1 = Xj + hf(Xj,tj) + ?f’(Xj,tj)O(h:a)

Gabriela Ciuprina Ecuatii si sisteme diferentiale ordinare



Formularea problemei

Metode 6

Metode explicite de ordin superior
Aspecte avansate

Familia de metode Runge-Kutta - explicite

Taylor
Euler modificata
Runge-Kutta explicita

Runge-Kutta cu 2 pasi
Se foloseste f/(x,t) = 9 + 9L i prin identificare rezulta
conditiile

by +b, =

boc, =

NI NP P

bray; =

3 ecuatii, 4 necunosute, una se alege parametru («)
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Formularea problemei

Metode 6

Metode explicite de ordin superior
Aspecte avansate

Familia de metode Runge-Kutta - explicite

Taylor
Euler modificata
Runge-Kutta explicita

Runge-Kutta cu 2 pasi

0
Co=a | Ay =«

Exista o infinitate de metode RK cu 2 pasi, dar urmatoarele
sunt cele mai folosite.

@ o =1/2 -metoda Euler modificata;
@ o =1 - metoda Heun;
@ o = 2/3 - metoda Ralston.
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Formularea problemei

Metode 6

Metode explicite de ordin superior
Aspecte avansate

Familia de metode Runge-Kutta - explicite

Taylor
Euler modificata
Runge-Kutta explicita

Runge-Kutta explicita, cu 4 pasi - cea mai populara

Varianta clasica

0 Xj+l = Xj+h¢

& = (Ki+ 2Ky +2Ks +Ka)/6
1/2 | 1/2 < f((xl 0 2+ 2+ )/
12| 0 1/2 oo

1 0 0 1 K2 = Xj+h/2*K1,tj+h/2)

f(
K4 = f(x+h*Kst+h)
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Formularea problemei

Metode 6

Metode explicite de ordin superior
Aspecte avansate

Familia de metode Runge-Kutta - explicite

Taylor
Euler modificata
Runge-Kutta explicita

procedur a RungeKutta_explicit (v,xinit,t0,T,h,x)
intreg v ; metoda cu v pasi

real xinit

real tO, T

real h

n = [(T - t0)/h]

tablou real t[n + 1]

tablou real x[n + 1]

tablou real KJv]

real ¢

tablou real a[v,v], b[v], b[v] ; tablou Butcher
Butcher (v,a,b,c) ; instantiaza tabelul Butcher
to =10

Xo = Xinit

pentru j = 0,n — 1 ; parcurge pasii de timp
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Formularea problemei

Metode 6

Metode explicite de ordin superior
Aspecte avansate

Familia de metode Runge-Kutta - explicite

Taylor
Euler modificata
Runge-Kutta explicita

pentru j = 0,n — 1 ; parcurge pasgii de timp
K1 =f(x,1)

¢ =+ bKy
pentru i =2 v
s=0

pentru p=1,i —1
S :S+aipr

°
Ki = f(xj + hs,t +cih)
d = & + biK;
.
Xjt1 =X +ho
t=¢t+ h
.
retur

Gabriela Ciuprina Ecuatii si sisteme diferentiale ordinare



Formularea problemei Adaptarea pasului - metode RK integrate

Metode 6 Metode implicite
Metode explicite de ordin superior Sisteme stiff (rigide)
Aspecte avansate Exemple din mediile uzuale in care lucrati

Metode RK integrate

Embedded Runge-Kutta

@ Estimeaza eroarea de trunchiere dintr-un singur pas RK,
permitand astfel adaptarea pasului de integrare.

@ Pentru aceasta se folosesc doua metode, una de ordin v si una
de ordin v — 1. Tabelul Butcher al metodei de ordin superior se
extinde cu ponderile din metoda de ordin inferior.

Exemple:
@ Bogacki-Shampine: RK 2 si 3;
0
<o I, @ Fehlberg: RK 4 si 5;
: : @ Cash-Karp: modifica Fehlberg,
c, al,),l_l at,;zz atl),;,,:ll — RK4(5);
bi‘ b; b;’j71 0

@ Dormand-Prince: tot RK4(5).

@ etc.
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Formularea problemei Adaptarea pasului - metode RK integrate

Metode 6 Metode implicite
Metode explicite de ordin superior Sisteme stiff (rigide)
Aspecte avansate Exemple din mediile uzuale in care lucrati

Metode RK integrate

Embedded Runge-Kutta

Tema (facultativ): scrieti pseudocodul unei algoritm integrat
Heun (RK2)-Euler(RK1).

Gabriela Ciuprina Ecuatii si sisteme diferentiale ordinare



Formularea problemei

Metode 6

Metode explicite de ordin superior
Aspecte avansate

Metode RK implicite

Adaptarea pasului - metode RK integrate
Metode implicite

Sisteme stiff (rigide)

Exemple din mediile uzuale n care lucrati

Sunt folosite atunci cand RK explicite sunt instabile.

Xit1 = Xj+hd, j=0,....n-1
o = ) bk
i=1
Ki = f(Xj,tj)
Ki = f(xj+hZaipr,tj+cih) i=2,...,v

p=1

(56)
(57)
(58)

(59)

Diferenta fata de RK explicita - suma din expresia lui k; se face

pana la v. La metoda explicita sumarea era panalai — 1.

Gabriela Ciuprina

Ecuatii si sisteme diferentiale ordinare



Formularea problemei

Metode 6

Metode explicite de ordin superior
Aspecte avansate

Metode RK implicite

Adaptarea pasului - metode RK integrate
Metode implicite

Sisteme stiff (rigide)

Exemple din mediile uzuale n care lucrati

Tabelul Butcher are acum matricea a plina.

Ci a1 a2 -+ Qaip-1
Co|aix a2 -+ Qaip-1

Cu au7l au72 co al/,l/—l

a-l,u
al,u

C a

Ay bT

by by -+ by

* * *
b1 b2 T v—1

b,
by,

Si aici se pot face algoritmi integrati, pentru a adapta pasul de

integrare.

Gabriela Ciuprina
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Formularea problemei Adaptarea pasului - metode RK integrate
Metode 6 Metode implicite
Metode explicite de ordin superior Sisteme stiff (rigide)
Aspecte avansate Exemple din mediile uzuale in care lucrati

Metode RK implicite

Exemplu:
Euler implicit Metoda trapezelor |1n(t29)9farea lor
(RK'impl.,ord.1) (RK impl.,ord.2)

0,0 O
1]1 0o/ 0 o0

12 112
1 |12 12 "
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Formularea problemei Adaptarea pasului - metode RK integrate

Metode 6 Metode implicite
Metode explicite de ordin superior Sisteme stiff (rigide)
Aspecte avansate Exemple din mediile uzuale in care lucrati

Metode RK implicite

Exemplu:
Euler implicit Metoda trapezelor
(RK impl.,ord.1) (RK impl.,ord.2)
1)1 0| 0 0
1)1/2 1/2
1 |12 12

Tema (facultativ) - scrieti pseudocodul acestei metode.

Integrarea lor
1(2)

0/ 0 0
1|12 1/2
1/2 172
o
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Formularea problemei Adaptarea pasului - metode RK integrate

Metode 6 Metode implicite
Metode explicite de ordin superior Sisteme stiff (rigide)
Aspecte avansate Exemple din mediile uzuale in care lucrati

Metode RK implicite

Variante celebre:

@ Gauss-Legendre - bazate pe integrarea numerica Gauss;

@ Lobato (3 familii de metode IlIA, 1B si llIC) - au
¢, =0,¢c, =1,

@ Radau (2 familii de metode, IA si lIA).
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Formularea problemei Adaptarea pasului - metode RK integrate

Metode 6 Metode implicite
Metode explicite de ordin superior Sisteme stiff (rigide)
Aspecte avansate Exemple din mediile uzuale in care lucrati

Sisteme rigide

Sistem rigid = sistem pentru care o anumita metoda numerica nu
converge daca pasul de integrare nu este ales foarte mic.
Obs:

@ Intr-un astfel de punct solutia sistemului nu are variatii mari. Este
vina sistemului, nu a solutiei lui.

@ Nu exista o definitie riguroasa pentru un sistem rigid.

Daca sistemul de rezolvat poate fi pus sub forma

dx

T Ax +g(t)

atunci el este "rigid" daca raportul modulelor partilor reale ale
valorilor proprii extreme ale matricei A este mare.

Solutia are componente care descresc mult mai repede decét altele
< constantele lui de timp au ordine de marime diferite.

Pentru astfel de sisteme trebuie folosite metode implicite.

Gabriela Ciuprina Ecuatii si sisteme diferentiale ordinare



Formularea problemei Adaptarea pasului - metode RK integrate

Metode 6 Metode implicite
Metode explicite de ordin superior Sisteme stiff (rigide)
Aspecte avansate Exemple din mediile uzuale in care lucrati

Sisteme rigide

Sistem rigid = sistem pentru care o anumita metoda numerica nu
converge daca pasul de integrare nu este ales foarte mic.
Obs:

@ Intr-un astfel de punct solutia sistemului nu are variatii mari. Este
vina sistemului, nu a solutiei lui.

@ Nu exista o definitie riguroasa pentru un sistem rigid.

Daca sistemul de rezolvat poate fi pus sub forma

dx
T Ax +g(t)

atunci el este "rigid" daca raportul modulelor partilor reale ale
valorilor proprii extreme ale matricei A este mare.

Solutia are componente care descresc mult mai repede decét altele
< constantele lui de timp au ordine de marime diferite.

Pentru astfel de sisteme trebuie folosite metode implicite.

Tema (facultativ) Studiati problema sistemelor rigide, criterii de stabilitate (A, L) pentru metodele unipas.
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Adaptarea pasului - metode RK integrate
Metode implicite

Sisteme stiff (rigide)

Exemple din mediile uzuale in care lucrati

COMSOL

[ settings Pmperties} =

Time-Dependent Solver
T Compute to Selected = Compute

Label: [Tim&Dependent Solver 1 ]

~ General

Defined by study step: [Step 1: Time Dependent

Time unit: ‘s
Times: [range(0.0.0l;l.?)
Relative tolerance [0.001

+ Absolute Tolerance

~ Time Stepping

Method:

Steps taken by solver:

Runge-Kutta

Generalized alpha s

Initialization only

Initial step:

Maximum step:

Maximum BDF order: [5 |

Minimum BDF order: [1 e}

DA 5361




COMSOL

| i settings [ propertios|

Adaptarea pasului - metode RK integrate
Metode implicite

Sisteme stiff (rigide)

Exemple din mediile uzuale in care lucrati

| Time-Diependent Solver

T Compute to selected = Compute

TSI LT e e [

» Absolute Tolerance
= Tima Stapping

Mathad:

Aunge-Kutta method:

Steps taken by solver:
Initial step:

B Stiffness detection
» Results While Solving
» Output
b Advanced
b Constants

- Log

] Keep warnings in stored log

41089 1.:5776  0.00033020
4110 1,578 0.0003502%

| Runge-Kutta iz

RK34

Cash-Karp 5
Darmand-Prince 5 's

GBS0 657 6880 4 @Y

S8R _EaT EBET i 4R

Ecuatii si sisteme diferentiale ordinare
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Adaptarea pasului - metode RK integrate
Metode implicite

Sisteme stiff (rigide)
Exemple din mediile uzuale in care lucrati

Matlab (non-stiff)

https://ch.mathworks.com/help/matlab/math/choose-an-ode-solver.html

| Most ofthe fime. ade45 shauld be
| the first solver you iry.

| ode23 can be more efficient

| than ode45 at problems with crude
| tolerances, or in the presence of

Solver Problem Type Accuracy l When to Use
ode4s Nnn_snﬁ | l;[edium
ode23 [ Low

| modarate stffness.
ode113 Low to High |

[m]

(=

| ode113 can be more efficient

| than ode45 at problems with
! siringent error tolerances, or when
I the ODE function is expensive to
i evaluate.

DA 5561
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Formularea problemei Adaptarea pasului - metode RK integrate

Metode 6 Metode implicite
Metode explicite de ordin superior Sisteme stiff (rigide)
Aspecte avansate Exemple din mediile uzuale in care lucrati

Matlab (non-Stiff) https://ch.mathworks.com/help/matlab/math/choose-an-ode-solver.html
@ Single-step

ode45 is based on an explicit Runge-Kutta (4,5) formula, the
Dormand-Prince pair.

ode23 is an implementation of an explicit Runge-Kutta (2,3) pair of
Bogacki and Shampine. It may be more efficient than
ode45 at crude tolerances and in the presence of moderate
stiffness.

@ Multi-step
odell3

Gabriela Ciuprina Ecuatii si sisteme diferentiale ordinare
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Metode implicite
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Matlab (Stlff) https://ch.mathworks.com/help/matlab/math/choose-an-ode-solver.htm|

odelss Stift | Low 1o Medium

Try ndel5s when ode4s fails or is
inefficient and you suspect that the
problem is stiff. Also use odel15s
when solving differential algebraic
equations (DAEs),

ode23s | Low
ode?23t Low
ode23th éan

ode23s can be more efficient

than ode15s at problems with crude
error folerances. It can solve some
siiff problemns for which ode15s is
not effective.

ode23s computes the Jacobian in
each step, so itis beneficial o
provide the Jacobian via odeset to
maximize eficiency and accuracy.

Itthere is a mass mairix, it must be
constant

Use ode23t if the problem is only
moderately stff and you need a
solution without numerical damping.

ode23t can soive differential
algebraic equations (DAES).
Like ode23s, the ode23th salver

might be more efficient
than ode15s at problems with crude
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Matlab (St|ff) https://ch.mathworks.com/help/matlab/math/choose-an-ode-solver.html

@ Single-step

ode23s

ode23t

is based on a modified Rosenbrock formula of order 2.
Because it is a single-step solver, it may be more efficient
than odel5s at solving problems that permit crude
tolerances or problems with solutions that change rapidly. It
can solve some kinds of stiff problems for which odel5s is
not effective. The ode23s solver evaluates the Jacobian
during each step of the integration, so supplying it with the
Jacobian matrix is critical to its reliability and efficiency.

is an implementation of the trapezoidal rule using a "free"
interpolant. This solver is preferred over odel5s if the
problem is only moderately stiff and you need a solution
without numerical damping. ode23t also can solve
differential algebraic equations (DAES)

@ Multi-step odel5s, ode23th
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@ Single-step ode23s, ode23t

Matlab (Stiff) nps:ich mathworks.commelp/matiab/math/choose-an-ode-solver.html
@ Multi-step

odel5s is a variable-step, variable-order (VSVO) solver based on

the numerical differentiation formulas (NDFs) of orders 1 to
5. Optionally, it can use the backward differentiation
formulas (BDFs, also known as Gears method) that are
usually less efficient. Like odel113, odel5s is a multistep

solver. Use odel5s if ode45 fails or is very inefficient and

you suspect that the problem is stiff, or when solving a
ode23th

differential-algebraic equation (DAE).

is an implementation of TR-BDF2, an implicit Runge-Kutta
formula with a trapezoidal rule step as its first stage and a
backward differentiation formula of order two as its second

stage. By construction, the same iteration matrix is used in

evaluating both stages. Like ode23s and ode23t, this solver
may be more efficient than odel5s for problems with crude
tolerances. BN RT RPN PR “ae syt
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Matlab (fU"y-ImpllClt) https://ch.mathworks.com/help/matlab/math/choose-an-ode-solver.html
Fully implicit

odelsi Low Use ode15i for fully implicit
problems firy.y') = 0and for
differential algebraic equations
(DAEs) of index 1.

@ Multi-step

odel5i is a variable-step, variable-order (VSVO) solver based on
the backward differentiation formulas (BDFs) of orders 1 to
5. odelb5i is designed to be used with fully implicit
differential equations and index-1 differential algebraic
equations (DAESs). The helper function decic computes

consistent initial conditions that are suitable to be used with
odel5i.

40> «4F>» «=)» « =

rE DA™ epeL
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