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Importanta evaluarii derivatelor

@ Relatii utile pentru evaluarea unor marimi:

. dgp
i(t)y =— dtz
dos
() = -G
@ Evaluarea senzitivitatilor:
oF
op

Ideea: derivarea numerica se bazeaza pe interpolare.
@ Ecuatii sau sisteme de ecuatii diferentiale

= Metoda diferentelor finite
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Formularea problemei - cazul cel mai simplu

Se da functia f : [a, b] — R (cunoscuta prin date sau prin cod)
Se cere evaluarea numerica a derivatei f'(xp), unde xg € [a, b].

Matematic:
(x0) = lim TX) = T(%0).
X—Xo X — Xo

Nu se poate aplica aceasta formula:

@ nu se poate trece la limita = erori de trunchiere;

@ nedeterminare 0/0 = probleme numerice cand x este ales

prea aproape de Xp.

Ideea: g(x) interpolarea sau aproximarea funciiei si

df
X

(1)

g =T =1 @)

Precizia cu care se face interpolarea sau aproximarea va
determina precizia de calcul a derivatei numerice.
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Formule de derivare numerica - cu eroare de ordinul 1

g - interpolare liniara pe portiuni.

Functia reala f si interpolarea ei pe portiuni g. Aproximarea derivatei f' cu valoarea g’.
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Formule de derivare numerica - cu eroare de ordinul 1

Derivare progresiva de ordinul 1:

Yk+1 — Yk
= EE—— 3
Yk Xk+1 — Xk )

Derivare regresiva de ordinul 1:

Yk — Yk—1
v a— (4)

Ordinul erorii de trunchiere specifice acestei aproximari se
poate estima cu ajutorul dezvoltarii in serie Taylor.
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Formule de derivare numerica - cu eroare de ordinul 1

Derivata progresiva yy = (Vk+1 — Yk)/(Xk+1 — Xk)

100 = 1) + 1) -0 + D —x2 (9

X = Xkq1 =

f//(g)

Yiert = Yk + (%) K1 — Xk) + (X1 — %)%, (6)

2!

Eroarea de trunchiere

Yt =Yk g "(§)

Jkt1 — Tk ¢ _ _

Nt — X (%) = 7= (k1 = Xk), )
Pp. |f"(x)| < My
Notam h = Xk, 1 — Xk

M.
el < h, (®)
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Formule de derivare numerica - cu eroare de ordinul 1

Derivata regresiva y;, = (Vk — Yk—1)/(Xk — Xk—1)
F(x) = F(xi) + F/ (%) (x — xic) + O((x — xk)?) (9)
X = Xg_q1 Sinotdnd x, — xx_1 = h
Ykt = Yk — F'(x)h+ O(H?), (10)
Y= Tt p(x) = O(h). (11)

h
|et| =O(h), eroare de ordin 1
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Formule de derivare numerica - cu eroare de ordinul 2

Dezavantajul g - Ipp: nu este derivabila in noduri.
Remediu: cresterea gradului polinomului de interpolare.
Polinom de interpolare de grad 2:

_ (X = XK ) (X = Xk+1) (X = Xk—1)(X = Xk11)
9 = (Xk—1 — Xk)(Xk—1 — Xk+1)yk71 * (XK — X—1) (X — Xk+1)yk *
(X — Xk—1)(x — xk)
(X1 — Xk—1) (X1 — Xk)ka’ (12)
oy (X Xk) (X — Xe1) (X = Xk—1) + (X — Xk1)
gix) = (Xk—1 = Xk)(Xk—1 — Xk+1)yk71 - (X = Xk—1) (X — Xk 1) Vit
(X — Xk—1) + (X — Xk)
(X1 — Xk—1)(Xk41 — Xk)yk“' (13)
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Notam: hy = Xx — Xx_1 Si ho = X1 — Xk-
Evaluand polinomul derivat (58) in xx se obtine formula de
derivare centrata de ordinul 2
/ ho hy — ho hy
Yk = —7,71(/,'1 +h2)yk_1 " hih Yr + ho (P +h2)yk+1'
Evaluéand polinomul derivat (58) in punctele xx_1 Si Xx1 S€
obtine formula de derivare progresiva de ordinul 2
/ 2hy + ho hy + ho h;
Y1 = —m}/k—1 + hyha Yk — CE

si, respectiv, de derivare regresiva de ordinul 2

ro_ ho _h1+h2 hy +2ho
Vet = Thithy + b)Y Thohy YK hg(hy o+ )

(14)

)yk+1' (15)

Yk+1- (16)
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In cazul unui pas echidistant hy = h, = h

Derivare centrata

Vi = Yk+1 2—h}’k—1 (17)
Derivare progresiva
Derivare regresiva
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Formule de derivare numerica - cu eroare de ordinul 2

f(x) = f(xg)+F (X)) (X —xx )+ (%) (x—xx)2+0((x—xx)%). (20)

2!
Evaluam in xx_1 Si Xk11 (PP- Xk+1 — Xk = Xk — Xk—1 = h)
f(xk1) = f(x) + ' (x)h+ %”2 +O(h°), (21)
f(xk—1) = f(xx)—F(xk)h+ %fﬁ —O(h). (22)
=
f(Xki1) — F(xk—1) = 2F (xk)h + O(h®), (23)
:> J—
Yot “ It f(x0) = O(1P). (24)

2h
Formula de derivare centrata are eroarea de trunchiere de
ordinul 2
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Formule de derivare numerica

Formulele de ordinul 2 sunt mai precise decat formulele de
ordinul 1.

—

= = = panta acestei drepte = f (x)

panta acestei drepte = derivata regresiva de ordin 1
panta acestei drepte = derivata progresiva de ordin 1
'+ panta acestei drepte = derivata centrata de ordin 2

Semnificatia geometrica a celor mai simple formule de derivare numerica (pas-echidistant).
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Modul de definire al funcitiei

Este important modul in care este cunoscuta functia.
@ Functia data tabelar (prin date)
@ se evalueaza derivatele in punctele din tabel
© se evalueaza derivata intr-un punct oarecare, facand o
interpolare liniara pe portiuni a acestor valori.
@ Functia data printr-un cod
@ se alege pasul optim de derivare pentru o anumita formula
de derivare numerica;
© se evalueaza derivata cu formula de derivare numerica
intr-un punct oarecare.
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Algoritmi numerici - functie data tabelar

Se evalueaza derivatele in punctele din tabel
Se evalueaza derivata intr-un punct oarecare, facand o interpolare liniara pe portiuni a acestor valori.

procedurd pregatire_derivate(n, x, y, dy)

; calculeaza derivatele numerice in noduri

intregn ; numarul de puncte din tabel minus 1
tablou real x[n], y[n]tabelul de valori, indici de la 0
tablou real dy[n] ;valorile derivatelor

Ia capatul din stanga diferente progresive de ordinul 2
h1 =X — Xy
h2 = xo — X4
dyp = (2h1 + h2)/(h1(h1 + h2))dyy + (h1 + h2)/(h1h2)dy; — h1/(h2(h1 + h2))dy»
; la capatul din dreapta diferente regresive de ordinul 2
M =x,_1— xn 2
h2 = xn — x,
dyn = —h2/(h1(h1 + h2))dy,_» — (h1 + h2)/(h1h2)dy,_1 + (h1 + 2h2)/(h2(h1 + h2))dyn
; In nodurile interioare diferente centrate de ordinul 2
pentruk =1,n-1
hl = x, — Xk71
h2 = xj 1 —
dyx = —h2/(h1(h1 + h2))dyx_1 — (h1 — h2)/(h1h2)dyx + h1/(h2(h1 + h2))dyy 1

rez = interpolare_lpp(n, x, dy, xcrt)

Gabriela Ciuprina Derivarea numericd. MDF.



Introducere

Prima derivata (derivata totala de ordinul 1)
Alte derivate

Metoda diferentelor finite (MDF)

Formule de derivare numerica - cu eroare de ordinul 1
Formule de derivare numerica - cu eroare de ordinul 2
Algoritmi

Formule de derivare numerica - cu eroare de ordin > 2

Algoritmi numerici - functie data prin cod

@ Pasul de discretizare trebuie ales de utilizator.
@ Eroarea de trunchiere - cu atat mai mica cu cat pasul este

mai mic.

Dar,

Exista si eroare de rotunjire, - cu atat mai mare cu cat

pasul este mai mic.
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Algoritmi numerici - functie data prin cod

Eroarea absoluta a derivatei progresive de ord 1
Eroarea absoluta a derivatei centrate de ord 2
5

10" 10"
10

0 107 0 10°
Pasul de derivare h Pasul de derivare h

Teste numerice pentru sin’ (1 /4): Eroarea in functie de pasul de derivare pentru formula de derivare progresiva de

ordinul 1 (stanga) si formula de derivare centrata de ordinul 2 (dreapta).

Pas optim de derivare numerica = pasul de la care incep sa
predomine erorile de trunchiere. Atentie: Nu este pasul pentru care
eroarea este minimal.

Eroarea "optima" in cazul derivarii centrate este mai mica decét in
cazul derivarii progresive.
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Algoritmi numerici - functie data prin cod

Estimarea hypim in cazul formulei de derivare progresiva de

ordinul 1.
1 Yot = Yk _ Yt — Yk

25
Yk = Xk11 — Xk h ( )
M
= Yk — (x| < Zh. (26)
unde |f"(x)| < M». Notam marginea erorii de trunchiere:
M.
a= 5 (27)
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Algoritmi numerici - functie data prin cod

Pp. |ey, /yx| <eps,siep=0

8yt |+ l€y] < eps(Yieet| + [vkl) (28)

<
| < h = h

Daca |f(x)| < My atunci

2Moeps not

ler| < h ar
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Algoritmi numerici - functie data prin cod

Eroarea totala e = e; + e, va fi majorata de

le| = |er + er] < |et| + |er] < ar+ ar = m(h)

Marginea erorii

2Moyeps
h2

min(m(h)) = m(hoptim)' (30)

= = = Marginea erori de trunchiere a(h)
~ ~ Marginea erorii e rotunjire a,(h)
Marginea erorii totale a(h)

Pasul optim de derivare numerica este pasul de la care incep sa predomine erorile de trunchiere.
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Algoritmi numerici - functie data prin cod

Conditia de minim
m'(h)=0

=
_5 Myeps

hoptim M,

Pasul optim de derivare depinde de:
@ eroarea de rotunjire
@ marginea functiei
@ marginea derivatei a doua.

(31)

Este pasul pentru care marginea erorii totale este minima si nu

trebuie confundat cu pasul pentru care eroarea totala este

minima, pas care s-ar putea sa fie mai mic decat pasul optim,

dar care nu poate fi estimat apriori.
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Algoritmi numerici - functie data prin cod

Algoritm pentru derivata progresiva de ordinul 1 a unei functii date
prin cod, folosind un pas de derivare optim. M, ~ (=20 NH0C2R)

functie derivata_f(x, h0, maxit)
; calculeaza derivata numerica a functiei f folosind diferente progresive de ordinul 1 si pas optim de derivare

real x ; punctul in care se va evalua derivata
real hO ; pasul initial

intreg maxit ; numarul maxim de iteratii pentru calculul pasului

eps = zeroul_masinii ()

fO = f(x) ; valoarea functiei in punctul de derivare
h= ho
k=0
repetd
k=k+1
f1 =f(x+ h)
f2 = f(x + 2h)
M2 = |f0 — 21 + f2|/h? ; estimarea marginii derivatei a doua
dacd M2 < eps ; testeaza daca derivata a doua este zero
hoptim = h ; functia e liniara, eroarea de trunchiere e zero
altfel

MO = max(|f0[, |f1], |f2|]) ;estimarea marginii functiei
hoptim = 2/MOeps /M2
r = h/hoptim ; rata de modificare a pasului
h = hoptim
pand cand (k > maxit) sau (r > 0.5sir < 2)
intoarce (f(x + hoptim) — f0)/hoptim
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Extrapolare Richardson

Pentru a obtine formule de derivare numerica de ordin mai

mare decét 2:

@ Se poate reface rationamentul pornind de la un polinom de
interpolare de ordin mai mare ca 2;

@ Se poate folosi extrapolarea Richardson.
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Extrapolare Richardson

Reamintim:
f(xks1) = F(x) +F(xx)h+ %rﬁ +0(h?),
f(xk—1) = f(xx)—F(xx)h+ %/ﬁ —O(h?).
=
f(xki1) — F(xe—1) = 2f (xk)h + O(h®),
=

f(Xk+1)2hf(Xk—1) ~ (x) = O(F?).
Schimbam notatiile:
X devine x
Xk 1 devine x + h
Xx—1 devine x — h
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Extrapolare Richardson

f(x+h) = Ffx)+F(x)h+ %/ﬁ +0(h?), (36)
fix—h) = f(x)—Ff(x)h+ %hz —O(h®). (37)

=
f(x + h) — f(x — h) = 2f' (x)h — aph® — agh® + - - -, (38)

=

f(x + h) — f(x — h)
2h

—f'(x) = —aph? —ash* +---.  (39)

Gabriela Ciuprina Derivarea numericd. MDF.
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Extrapolare Richardson

f(x + h) — f(x — h)

filx) = 2h

+ azhz + 34/74 +

Daca consideram f si x fixate, se definegte functia

p(h) =

f(x+ h) —f(x — h)

2h

©(h) este o aproximare a lui f'(x) cu eroarea O(h?).
Scop: sa calculam limy,_,q ¢(h) (care este f'(x)).

Variante

@ Sa calculam p(h), p(h/2), p(h/4),..
© Sa folosim expresia erorii pentru a |mbunétézi convergenta

(extrapolare Richardson).
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Extrapolare Richardson

Ideea:
f,(X) = p(h) +32h2+a4h4+36h6~' . (42)

o(h) = f(x)—ah? — ash* — aght - - . (43)
o(h/2) = '(x)—ap(h/2)? — as(h/2)* — as(h/2)° (44)

Se elimina termenul dominant din eroare, prin operatii
algebrice.

o(h) — 4p(h/2) = —3f'(x) — 3ash* /4 — 15a5h®/16--- . (45)

—1/3p(h) +4/3p(h/2) = f'(x) + ash* /4 + 5agh®/16 - - - . (46)
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Extrapolare Richardson

Se poate continua:

—1/3¢(h) +4/3p(h/2) = f'(x) + ash* /4 + 5agh® /16 - - - . (47)

®(h) = —1/3p(h) +4/3¢(h/2)
®(h) este o aproximare a lui f'(x) cu eroarea O(h*).

®(h) = F/(x)+ bgh* + bgh®--- .
®(h/2) = f'(x)+ bs(h/2)* + bg(h/2)°

®(h) — 164(h/2) = —15f/(x) — 7bgh®/8 - - - .
—1/150(h) +16/15d(h/2) = f'(x) + 7bgh®/120 + - - - .
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Extrapolare Richardson - Ideea generala

Se poate aplica pentru aproximarea cu acuratete din ce in ce
mai mare a unei marimi L, pentru care exista o functie ¢(h). a.i.

o L=Ilimpo(h)
@ o(h) poate fi evaluata pentru orice h;
@ are loc proprietatea:

p(h) =L~ fj ap " (53)
k=1

unde coeficientii a>x nu sunt cunosculti.
Se alege un h potrivit si se calculeaza numerele

D(i,0) = p(h/2)), i=0,...,n. (54)

Gabriela Ciuprina Derivarea numericd. MDF.



Introducere Formule de derivare numerica - cu eroare de ordinul 1

Prima derivata (derivata totala de ordinul 1) Formule de derivare numerica - cu eroare de ordinul 2
Alte derivate Algoritmi
Metoda diferentelor finite (MDF) Formule de derivare numerica - cu eroare de ordin > 2

Extrapolare Richardson - Ideea generala

D(i,0) reprezinta estimari ale lui L, dar estimari mai precise se
pot obtine prin extrapolare Richardson.
Se demonstreaza ca [Cheney]:

D(i,j) = D(i,j — 1)+ (D(i,j — 1) = D(i — 1,j — 1))/(4' = 1), j=0,....i.
(55)
D(0,0)
D(1,0) D(1,1)
D(2,0) D(2,1) D(2,2) (56)

D(n0) D(n1) D(n2) - D(n.n)

Gabriela Ciuprina Derivarea numericd. MDF.



Introducere Formule de derivare numerica - cu eroare de ordinul 1

Prima derivata (derivata totala de ordinul 1) Formule de derivare numerica - cu eroare de ordinul 2
Alte derivate Algoritmi
Metoda diferentelor finite (MDF) Formule de derivare numerica - cu eroare de ordin > 2

Extrapolare Richardson pentru evaluarea derivatelor

Se dau:
@ functia data prin cod f;
@ punctul in care dorim sa calculam derivata ei x;
@ pasul initial pentru formula de derivare numerica h;
@ informatia despre ordinul erorii la care dorim sa ajungem n.

pentrui=0,n
Do = (F(x + h) — f(x — h))/(2h)
pentruj=1,i ’
Djj= Dij-1+ (Djj-1 — Di—1,j-1)/(4' = 1)
[

h=h/2

Gabriela Ciuprina Derivarea numericd. MDF.



Introducere
Prima derivata (derivata totala de ordinul 1) Derivate (totale) de ordin superior
Alte derivate Derivate partiale
Metoda diferentelor finite (MDF)

Derivate de ordin superior

f(x) =7
Pot fi privite ca aplicatii recursive ale derivatei de ordinul unu.

pregatire_derivate(n, x, dy, d2y)
rez = interpolare_lpp(n, x, d2y, xcrt)

Experimentele numerice arata ca procedand astfel, acuratetea
rezultatului se pierde pe masura ce ordinul derivatei creste.

Gabriela Ciuprina Derivarea numericd. MDF.



Introducere
Prima derivata (derivata totala de ordinul 1)
Alte derivate

Derivate (totale) de ordin superior
Derivate partiale

Metoda diferentelor finite (MDF)

Derivate de ordin superior

O alta posibilitate: deducerea formulelor de derivare pornind de
la polinomul de interpolare initial.

e (X = Xk ) (X = Xk41) Vo1 + (X = Xe—1)(X = Xgeq1) Yo +
(Xk—1 = Xi)(Xk—1 — Xk+1) (Xk — Xk—1) (X — Xi41)
(X = Xe—1)(X = )

+ Ykt1s (57)
(Xk+1 = Xk—1) Xk — Xk)

Jx) = (X = X)) + (X = X1) Vo1 +
(Xk—1 — Xi)(Xk—1 — Xk+1)

(X = Xk—1) + (x — xk)

(X = Xk—1) + (X = Xpe11)
(Xk — Xk—1) (X — Xic41)

+ Yk+1- (58)
(Xk41 = Xk—1) (X1 — Xk)
g’ (x) 2 Yk—1+ 2 Yk +
= k—1 (3
(Xk—1 — X)) (Xk—1 — X+1) (X — Xk—1) (X — Xi1)
2
+ Y41 (59)

(Xk+1 = Xk—1) Xk — Xk)

Gabriela Ciuprina Derivarea numericd. MDF.



In cazul particular Xk, 1 — Xx = Xk — Xk_1 = h

g"(x)

~ Yk—1 — 2k + Yk
_ -2 .

a
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Introducere
Prima derivata (derivata totala de ordinul 1) Derivate (totale) de ordin superior
Alte derivate Derivate partiale
Metoda diferentelor finite (MDF)

Derivate de ordin superior - evaluarea erorii

Seria Taylor cu un numar suplimentar de termeni:

f(Xs1) = f(xk)+f’(xk)h+f//g!(k)thrfw?(jk)h3+0(h4),(61)

fa 1) = F(xe)— Flx)h+ "é’!(k)hZ _ /"3(fk)h3 —o(h*). (62)
f(Xk+1) + f(Xk_1) = 2f(Xk) + I‘I/(Xk)h2 + O(h4). (63)
Yk *2}’k+}’k—1 7f”(Xk):O(h2)4 (64)

h2

Gabriela Ciuprina Derivarea numericd. MDF.



Introducere
Prima derivata (derivata totala de ordinul 1) Derivate (totale) de ordin superior
Alte derivate Derivate partiale
Metoda diferentelor finite (MDF)

Derivate de ordin superior - evaluarea erorii

@ Polinomul de interpolare initial trebuie sa aiba un grad
suficient de mare pentru ca derivata de ordin superior sa
fie nenula.

@ Ar putea apare fenomenului Runge care va afecta si
acuratetea derivatelor numerice. De aceea, calculul
numeric al derivatelor de ordin superior trebuie evitat.

Gabriela Ciuprina Derivarea numericd. MDF.



Introducere
Prima derivata (derivata totala de ordinul 1) Derivate (totale) de ordin superior
Alte derivate Derivate partiale
Metoda diferentelor finite (MDF)

Derivate partiale

of _, of _,

fy)lablxfed v r  50=? 5=

a=Xyp, X1, Xjy....Xn=Db
C:}/O,YM---,Yja---aYm:d

d=ym
Valorile din
o ) tabel":
f(xi,y)) = zij
o X o, i=0,n j=0,m
X

Gabriela Ciuprina Derivarea numericd. MDF.



Introducere
Prima derivata (derivata totala de ordinul 1) Derivate (totale) de ordin superior
Alte derivate Derivate partiale
Metoda diferentelor finite (MDF)

Derivate partiale

Evaluarea numerica a derivatelor partiale se reduce la
evaluarea numerica a derivatelor totale.

of o (G yo) = f(xo,¥0) . fI(x) = f1(x)  dft

— = lim = lim ——————~ = —

ox Xesoy—yy <%0 X — Xo X—Xo X — Xp dx
(65)

unde f1(x) = f(x, yo) este o functie care depinde de o singura
variabila reald. Similar,

8_f = lim f(XOaY)_f(XO,YO) — lim f2(y)—f2(y0) :%
O lyexy ymyy VY0 Y=o Y=Y Y = Yo dy’
(66)

unde f2(y) = f(xp, y) este o functie care depinde de o singura
variabila reala.

Gabriela Ciuprina Derivarea numericd. MDF.



Formulele de derivare progresiva de ordinul 1

g, Zit1j—Zij
aX(XI,y/) Y (67)
99 Zij1 = Zij
—(xi,y;) = > > 68
ay( 1 y]) yj—&-1 IR ,yj ( )
etc.

«40>» «)>» «=)» <« 3 J)q(\«39/80



Introducere
Prima derivata (derivata totala de ordinul 1) Derivate (totale) de ordin superior
Alte derivate Derivate partiale
Metoda diferentelor finite (MDF)

Derivate partiale

Exemplu: evaluarea numerica a operatorului Laplace aplicat
unei functii de doua varibile.
0*f  0°f
Af = — + —. 69
oxe " dy? (69)
Pp. Xi+1 — Xi = yj+1 — ¥; = h, pentru orice i = 0,n — 1,
j=0,m—1
_ Zij—2Zij+ Ziny | Zijo1 —2Zij+ Zij
Ag = 2 + 2 =
— DT AT T A A, (70)

Gabriela Ciuprina Derivarea numericd. MDF.



Derivate parfi

Derivate (totale) de ordin superior
Derivate partiale

Zije1
Y.

Zi+1,j

Ag =
Zij1

h2

Zie,j+ Zi1,j T Zij—1 + 2 — 42

(71)
X,

Dacd astfel de rationamente se folosesc pentru rezolvarea numerica a problemelor de inginerie formulate cu ajutorul
metoda diferentelor finite.

unor ecuatii cu derivate totale (ODE) sau partiale (PDE) atunci se spune ca pentru rezolvarea problemei se aplica

m]

=
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Introducere
Prima derivata (derivata totala de ordinul 1) Ideea algoritmului
Alte derivate Exemple - exercitii de implementare
Metoda diferentelor finite (MDF)

Metoda diferentelor finite

@ Pasul 1: Se alege 0 schema de diferente finite pentru
aproximarea derivatelor din ecuatii i se rescrie ecuatia ca
ecuatie cu diferente finite.

@ Pasul 2: Se stabileste grila de discretizare gi se scrie
ecuatia discretizata pentru fiecare nod.

@ Pasul 3: Se rezolva sistemul de ecuatii pentru
determinarea valorilor necunoscute in nodurile grilei.

@ Pasul 4: Calculul altor valori, in afara celor din noduri, se
face prin interpolare.

1 si 2 = preprocesare
3 = rezolvare
4 = postprocesare

Gabriela Ciuprina Derivarea numericd. MDF.



Introducere
Prima derivata (derivata totala de ordinul 1) Ideea algoritmului
Alte derivate Exemple - exercitii de implementare

Metoda diferentelor finite (MDF)

Exemplul 1 - rezolvarea unei ec.dif. ordinare (ODE)

Ri(t) +u(t) = E  i(t) = cd‘c’l—(t”, (72)
RCdlé—(tt) Fut)=E. u(0)=up=0. (73)

Gabriela Ciuprina Derivarea numericd. MDF.



Introducere
Prima derivata (derivata totala de ordinul 1) Ideea algoritmului
Alte derivate Exemple - exercitii de implementare

Metoda diferentelor finite (MDF)

——ju(®)

Solutie analitica
u(t) = (up — E)exp(—t/T)+ E. (74)

unde 7 = RC este constanta de timp a circuitului.

Gabriela Ciuprina Derivarea numericd. MDF.



Introducere
Prima derivata (derivata totala de ordinul 1) Ideea algoritmului
Alte derivate Exemple - exercitii de implementare
Metoda diferentelor finite (MDF)

Exemplul 1 - rezolvarea unei ec.dif. ordinare (ODE)

Ecuatia (73) o rescriem ca
du(t) 1
ar Ty

Vom urmari calculul numeric in intervalul de timp [0, fmax] unde

tmax = 107 intr-o retea echidistanta de N puncte t, unde pasul
de discretizare h este

u(t) = ;E. (75)

tki1—t=h, pentru k=1,....N—1. (76)

Vom nota valorile discrete obtinute prin rezolvare numerica cu
uk. Ele vor fi aproximatii ale marimii reale u.

Uk ~ U(tk). (77)

Gabriela Ciuprina Derivarea numericd. MDF.



Introducere
Prima derivata (derivata totala de ordinul 1) Ideea algoritmului
Alte derivate Exemple - exercitii de implementare

Metoda diferentelor finite (MDF)

Exemplul 1 - rezolvarea unei ec.dif. ordinare (ODE)

du(t) 1 1
— 4+ — =—-E.
i + - u(t) . (78)
Varianta | - diferente finite progresive de ordinul 1
Ugi1 — Uk 1 1
K} = -, (79)
h T T

= U1 poate fi calculata explicit cu formula

h h
Uk41 = Uk (1 — —> + —E. (80)
T T

Gabriela Ciuprina Derivarea numericd. MDF.



Introducere
Prima derivata (derivata totala de ordinul 1) Ideea algoritmului
Alte derivate Exemple - exercitii de implementare
Metoda diferentelor finite (MDF)

Exemplul 1 - rezolvarea unei ec.dif. ordinare (ODE)

h h
U1 =U|1——) +—E. (81)
T T

procedura mdf_ode_p1(u0,E,tau,h,N,u)
du(t)
daf

; rezolva ecuatia + 1;u(t) = %E cu metoda diferentelor finite
; d/dt se discretizeaza folosind diferente progresive de ordinul 1

real u0 ; conditia initiala - data

real E ; coeficient in ecuatie - data

real tau ; constanta de timp - data

realh ; pas de discretizare al intervalului de timp - dat
intregN ; numar de valori de timp - dat

tablou real u[N] ; solutia discreta - rezultat

u(1) =u0

pentruk=1,N-1

u(k+1) = u(k)*(1-h/tau) + h*E/tau
)
retur

Aceasta metoda, cunoscuta si sub numele de Euler explicita,
este instabila pentru h > 7.

Gabriela Ciuprina Derivarea numericd. MDF.



Introducere
Prima derivata (derivata totala de ordinul 1) Ideea algoritmului
Alte derivate Exemple - exercitii de implementare

Metoda diferentelor finite (MDF)

Exemplul 1 - rezolvarea unei ec.dif. ordinare (ODE)

du(t) 1 1
— 4 - =—E. 2
dt + TU(Z‘) T (82)
Varianta a ll-a - diferente finite regresive de ordinul 1
— Uk_ 1 1
Uk — Uk—1 4y = —E, (83)
h T T

= Uy poate fi calculata explicit:

Uy = (uk_1 + 2E> / <1 + 2) . (84)

Gabriela Ciuprina Derivarea numericd. MDF.



Introducere
Prima derivata (derivata totala de ordinul 1) Ideea algoritmului
Alte derivate Exemple - exercitii de implementare
Metoda diferentelor finite (MDF)

Exemplul 1 - rezolvarea unei ec.dif. ordinare (ODE)

h h
U= |Uk1+—-E|)/[1+—-]). (85)
T T

procedurd mdf_ode_r1(u0,E,tau,h,N,u)
; rezolva ecuatia ‘“:1—([’) + 1;u(t) = %E cu metoda diferentelor finite

; d/dt se discretizeaza folosind diferente regresive de ordinul 1

real u0 ; conditia initiala - data

real E ; coeficient in ecuatie - data

real tau ; constanta de timp - data

realh ; pas de discretizare al intervalului de timp - dat
intregN ; numar de valori de timp - dat

tablou real U[N] ; solutia discreta - rezultat

u(1) =u0

pentruk=2,N
u(k) = (h*E/tau + u(k-1))/(1 + h/tau)

® retur

Gabriela Ciuprina Derivarea numericd. MDF.



Introducere
Prima derivata (derivata totala de ordinul 1) Ideea algoritmului
Alte derivate Exemple - exercitii de implementare

Metoda diferentelor finite (MDF)

Exemplul 1 - rezolvarea unei ec.dif. ordinare (ODE)

OBS: Ecuatia generala este (unde f - functie in gen. neliniara):

dy
a = (&Y

Metoda Euler explicita - derivata progresiva:

Yk+1 — Yk
h

Yki1 = Yk + hf(t, Yk)
Yo=Yy + hf(ty, yv)

Calculul solutiei la un nou pas de timp se face explicit in functie
de informatia de la pasul vechi de timp.

= f(tx, yk)

Gabriela Ciuprina Derivarea numericd. MDF.



Introducere
Prima derivata (derivata totala de ordinul 1) Ideea algoritmului
Alte derivate Exemple - exercitii de implementare
Metoda diferentelor finite (MDF)

Exemplul 1 - rezolvarea unei ec.dif. ordinare (ODE)

OBS: Ecuatia generala este (unde f - functie in gen. neliniara):

dy
2 _f
Metoda Euler implicita - derivata regresiva:
% = f(t, Yk)

Yk = Yk—1 + hf(te, yk)
Yn = Yv + hi(tn, yn)
Yn— hf(ta, yn) —yv =0
Calculul solutiei la un nou pas de timp presupune rezolvarea
unei ecuatii neliniare.

Numai daca f este liniara, atunci aceasta rezolvare se
finalizeaza cu un calcul explicit (cz. exemplului studiat).

Gabriela Ciuprina Derivarea numericd. MDF.



Introducere
Prima derivata (derivata totala de ordinul 1) Ideea algoritmului
Alte derivate Exemple - exercitii de implementare

Metoda diferentelor finite (MDF)

Exemplul 1 - rezolvarea unei ec.dif. ordinare (ODE)

du(t) 1 1
— 4+ — =-E.
i + —u(t) - (86)
Varianta a lll-a - diferente finite centrate de ordinul 2
Uk — Uk—1 lu = 15 (87)
2h roeTEE
2h 2h
— Uk—1 + Tuk + Uky1 = TE. (88)

k=2,...,N—1= N—2ecuatii cu N necunoscute.
Trebuie adaugate relatiile la capete.

Gabriela Ciuprina Derivarea numericd. MDF.



Introducere
Prima derivata (derivata totala de ordinul 1) Ideea algoritmului
Alte derivate Exemple - exercitii de implementare

Metoda diferentelor finite (MDF)

Exemplul 1 - rezolvarea unei ec.dif. ordinare (ODE)

Lat=0:u(1)=up
Pentru kK = N diferente regresive de ordinul 2:

Un_ 2—4UN1+3UN 1 _1
2h tN= TE’ (®9)
2h

Gabriela Ciuprina Derivarea numericd. MDF.



Introducere
Prima derivata (derivata totala de ordinul 1) Ideea algoritmului
Alte derivate Exemple - exercitii de implementare
Metoda diferentelor finite (MDF)

Exemplul 1 - rezolvarea unei ec.dif. ordinare (ODE)

procedurd mdf_ode_c2(u0,E,tau,h,N,u)

; rezolva ecuatia dfl—(tt) + Lu(t) = 1 E cu metoda diferentelor finite

; d/dt se discretizeaza folosind diferente centrate de ordinul 2

real u0 ; conditia initiala - data
real E ; coeficient in ecuatie - data
real tau ; constanta de timp - data
realh ; pas de discretizare al intervalului de timp - dat
intregN ; numar de valori de timp - dat
tablou real U[N] ; solutia discreta - rezultat
tablou real A[N,N] ; matricea coeficientilor sistemului asamblat - stocata rar
tablou real tI[N] ; vectorul termenilor liberi ai sistemului asamblat
A=0 ; pseudocod simplificat
ti=0
A(1,1) =1 ; conditia initiala tl(1) = u0
pentruk =2,N-1 ; noduri interioare
A(k,k-1) = -1
A(k,k) = 2*h/tau
A(k,k+1) =1
tl(k) = 2*h*E/tau
L]
A(N,N-2) = 1 ; conditia la tmax = N*h
A(N,N-1) = -4

A(N,N) = (3 + 2*h/tau)

tI(N) = 2*h*E/tau

u="A""tr ; rezolva sistemul algebric liniar asamblat
retur

Gabriela Ciuprina Derivarea numericd. MDF.



Introducere
Prima derivata (derivata totala de ordinul 1) Ideea algoritmului
Alte derivate Exemple - exercitii de implementare
Metoda diferentelor finite (MDF)

Exemplul 1 - rezolvarea unei ec.dif. ordinare (ODE)

hitau = 0.500000 x10° hitau = 0.500000
0.02 -
0018 e
D
0.016 I4
g
0014 ° S
z
0012 2
= o 2
2 oo 4f 4
' §
0008 ! 8
0.006
0.004 analiic
—e—prog ord 1
0.002 - -regrord 1
B centrord 2
1 2 3 4

tis] «10"

Cazul h=r1/2.

Gabriela Ciuprina Derivarea numericd. MDF.



Introducere

Prima derivata (derivata totala de ordinul 1)
Alte derivate

Metoda diferentelor finite (MDF)

Ideea algoritmului
Exemple - exercitii de implementare

Exemplul 1 - rezolvarea unei ec.dif. ordinare (ODE)

0.018

0.016

0.014

0012

uMv

0.008

0.006

0.004
i

0.002

hitau = 1.000000

Eroare absoluta [V]

2
tis)

hitau = 1.000000

Cazul h=r.

Gabriela Ciuprina

Derivarea numericd. MDF.



Introducere

Prima derivata (derivata totala de ordinul 1)
Alte derivate

Metoda diferentelor finite (MDF)

Ideea algoritmului
Exemple - exercitii de implementare

Exemplul 1 - rezolvarea unei ec.dif. ordinare (ODE)

hitau = 2.000000

hitau = 2.000000

analiic
—e—progord 1
0085 regrord 1
O cenvord2
003
0.025
Z o002
0.015 (]
001
0.005
1 2 3 4

tis] «10"

Eroare absoluta [V]

0.015

ord 1
centr ord 2

2

0.005

Cazul h = 27.

Obs: Discutia despre rezolvarea ecuatiilor si sistemelor ODE va fi reluata.

Gabriela Ciuprina

Derivarea numericd. MDF.



Introducere
Prima derivata (derivata totala de ordinul 1) Ideea algoritmului
Alte derivate Exemple - exercitii de implementare
Metoda diferentelor finite (MDF)

Exemplul 2 - ec. derivate partiale (eliptic)

y
T 0=0
X 1v ‘ Q__v=1 R dvidn=0 p
| dv/dn=C
b/2|----------- 3";} ”””” dv/dn=@ Av =0 S
| oV V=0
e} a2 a X O dV/dn=0 N

Problema 2D de regim electrocinetic: domeniul de calcul (stanga), conditii de frontierd (dreapta).

Se da un conductor omogen, de conductivitate o, situat intr-un mediu perfect izolant. Conductorul are o dimensiune
dupa axa Oz mult mai lunga decéat celelalte doua. Figura reprezintd o sectiune perpendiculara pe directia
dimensiunii foarte mari. Aceasta sectiune este un dreptunghi, de dimensiuni a, b. Conductorul are doua borne
supraconductoare, una aflata la potential V = 1V, iar cealaltd aflata la potential nul. Se cere (pentru inceput)
campul in acest domeniu.

Gabriela Ciuprina Derivarea numericd. MDF.



Introducere
Prima derivata (derivata totala de ordinul 1) Ideea algoritmului
Alte derivate Exemple - exercitii de implementare

Metoda diferentelor finite (MDF)

Exemplul 2 - ec. derivate partiale (eliptic)

Formularea in V - potential electrocinetic, unde E = —grad V, E

este intensitatea cdmpului electric.
Ecuatia de ordinul doi satisfacuta de V:

—div(ograd V) =0 (91)

V: D — r; D =0NPQ; (91) - ecuatie eliptica, de tip Laplace
generalizata. Domeniul omogen = ecuatie de tip Laplace:

AV =0, (92)
A = div grad este operatorul Laplace; in 2D, xOy:

2 2
PV Y 3)

AV =T5 o

Gabriela Ciuprina Derivarea numericd. MDF.



Introducere
Prima derivata (derivata totala de ordinul 1) Ideea algoritmului
Alte derivate Exemple - exercitii de implementare

Metoda diferentelor finite (MDF)

Exemplul 2 - ec. derivate partiale (eliptic)

Q_v=1 R dv/dn=0 p

dv/dn=0
dV/dn=0 AV=0 S
V=0
o dv/dn=0 N
= Ecuatia de rezolvat:
02V 0%V
G+ =0, (94)

Ox? i dy?
unde V= V(x,y): D —R

Gabriela Ciuprina Derivarea numericd. MDF.



Introducere

Prima derivata (derivata totala de ordinul 1) Ideea algoritmului
Alte derivate Exemple - exercitii de implementare

Metoda diferentelor finite (MDF)

Exemplul 2 - ec. derivate partiale (eliptic)

Q_v=1 R dv/dn=0 p

dV/dn=0
dv/dn=Q AV =0 S
V=0
@) dV/dn=0 N

Conditii de frontiera:

V = W pe QR (Dirichlet)
V =0 pe SN (Dirichlet)
oV

i 0 pe NOQURPS (Neumann)

Gabriela Ciuprina Derivarea numericd. MDF.



Introducere
Prima derivata (derivata totala de ordinul 1) Ideea algoritmului
Alte derivate Exemple - exercitii de implementare

Metoda diferentelor finite (MDF)

Exemplul 2 - ec. derivate partiale (eliptic)

Gridul de discretizare bidimensional:

O=x1<X<...<X; =a
O=y1<yo<...<YyYn =0

Un nod al gridului:
(X, y) i=1,....nx, j=1,....ny.

MDF determina valorile potentialului in nodurile acestui grid:

not

V(X,',yj) = Vij i = 1,nx, j: 1,ny. (98)
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Ecuatia asociata unui nod interior: Pp hy, h, pagii de
discretizare:

PV Vierj—2Vij + Viiqy

W(Xi,yj) = hé’j —, (99)
o2V Viigr —2Vij+ Vij_q

=y = A (100)
ay? h2

Vierj—2Vij+ Viay | Vigrs = 2Vij+ Vijs

2 2 =0, (101)

1 1 1 1 1 1
2 (h_?( + h_f,> V/,/*h—)z( Vi+1,j*h—)2( Vif1,j*h_}2/ Vij+1 e Vij-1=0.
(102)
Potentialul intr-un nod interior = combinatie liniara a potentialelor
nodurilor Tnvecinate (media lor daca pasii sunt egali).
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Ecuatia asociata unui nod interior - retea neuniforma:

V, L + L —
y O\ hgho " hahc
C 1
_ VAi _
ha(ha + hc)
—q p—— 1
D O B Vg
hs(hs + hp)
A Ve 1
©he(ha+ he)
X _ Vnﬁ — (103)
Nodurile marcate intervin in scrierea ecuatiei unui D( B+ D)
nod interior. ha = HOAH, hg = HOBH’ he =
|OC||, ho = ||OD|].
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Ecuatia asociata unui nod pe frontiera dreapté

Fieg = —o2¥ 8,7 si gp valoarea
n_. medie in O:
C
9oaha + gochc
D =
unde goa este CF asociata lui
X OA, iar goc este CF asociata lui

OC.
Nod “fantoma@" Dy, hp = ||OD;|.
Pentru simplitate hp = hg.

Nodurile marcate intervin in scrierea ecuatiilor unui

nod pe frontierd Neumann dreapta.

oV _
ox

QIQ

= Vp = Vg 2th0 (105)
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Ecuatia asociata unui nod pe frontiera dreapta:
Pentru O se scrie o ecuatie ca

pentru un nod interior si inlocu-
ind expresia anterioara =-:

n .
< 1 1

Vo (7 + 1) -

Dl /’72 hA hc

° o |B B 1
— VA
ha(ha + hc)
1
X — VBh_2 —
Nodurile marcate intervin in scrierea ecuatiilor unui B
nod pe frontierd Neumann dreapta. _ VC 1 — 6)
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Exemplul 2 - ec. derivate partiale (eliptic)

@ Discretizarea problemei conduce la un sistem de ecuatii
algebric liniar, prin a carui rezolvare se obtin valorile
potentialelor in nodurile gridului.

@ Pentru asamblarea sistemului este util ca nodurile sa fie
numerotate a.i. necunoscutele sa reprezinte un vector.

Gabriela Ciuprina Derivarea numericd. MDF.



Introducere
Prima derivata (derivata totala de ordinul 1) Ideea algoritmului
Alte derivate Exemple - exercitii de implementare

Metoda diferentelor finite (MDF)

Exemplul 2 - ec. derivate partiale (eliptic)

Exemplu de numerotare a nodurilor:

ny 2ny nx ny

1 ny+1 (I-Dny+1  (nx-1)ny+

Relatia intre numarul nodului k si pozitiile proiectiilor sale pe
cele doua axe i i j este

k:(i_‘l)ny—i_j, i:1,...7nx7 j:17...,ny
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ny 2 ny nx ny

1 ny+1 (i-Dny+1  (nx-1)ny+

@ Se asambleaza un sistem de ecuatii algebrice liniare, de
dimensiune egala cu numarul de noduri (n = nx x ny);

@ Matricea este rara, cu structura banda diagonala. Efortul de
rezolvare O(n).
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Linii echipotentiale pentru un grid cu ny = ny, = 3 (stanga) si un grid cu ny = ny, = 21 (dreapta).

@ Solutia numerica este mai precisa pe masura ce scade pasul h.
Eroarea O(h?).
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o 0=0 Scopul unei astfel
b § = de aplicatii:
bl o T // Cét este rezistenta
| L :Vﬂx B ‘/[[ echivalenta?

® Metoda liniard: R=U/l,U=1-0=1V,
= -];erminal J- ndAa J= O'E, E= —grad V.

@ Metoda energetica: R = U?/P
P = fdomeniu J -Edv

Cum se evalueaza numeric integralele? (Vom reveni asupra acestei aplicatji.)
Rezultate din problemele de camp devin date de intrare pentru
problemele de circuite electrice.
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Ecuatia undei scalare:

2 2
ocu  ,0°U (107)

o~ oxe
u(x,t):[0,a] x [0, T] — R, v este o constanta cunoscuta.
Solutia acestei ecuatii este o unda care se propaga cu viteza v.
Buna formulare a acestei probleme necesita impunerea
@ conditiei initiale u(x,0) = ho(x),
@ conditiilor la capete - relatii in care intervin marimile
u(0,t) = hy(t) si u(a, t) = hao(1).
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Se poate demonstra ca
u(x,t) =ud(x,t)+ ui(x,t) + Uy, (108)

unde ud(x, t) se numeste unda directa si se poate scrie sub

forma
ud(x,t) = f(x — vt), (109)

iar ui(x, t) se numeste unda inversa si se poate scrie sub forma
ud(x,t) = g(x + vt). (110)

f si g rezulta in mod univoc, din impunerea conditiilor initiale si
conditiilor la capete.
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Avem nevoie de o discretizare spatiala si de una temporala.
Pp. ca ambele discretizari sunt uniforme si vom nota cu

@ Az pasul discretizarii spatiale
@ At pasul discretizarii temporale
@ N numarul de puncte de discretizare spatiale

@ M numarul de pasi de timp simulati = timpul maxim de
simulare este T = MAt
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Vom considera urmatoarele conditii de unicitate:
@ conditia initiald nuld u(x,0) = hp(x) = 0,
@ conditia la capatul din stanga - excitatia cu un impuls
Gauss: u(0,t) = hy(t) = exp(—(t — T/10).2/(2 * (T /50)?))
@ conditia la capatul din dreapta u(a, t) = ho(t) = 0.

in problemele in care apare propagare, este util uneori ca frontiera domeniului spatial s fie modelata ca o frontiera
absorbantd, "invizibild" din punct de vedere al propagarii marimilor in domeniul spatial modelat. Conditia de frontiera
absorbanta pentru capatul din dreapta al problemei studiate este

ou ou
— +v— =0.
ot oz
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Marimea u(x, t) este discretizata atat in spatiu cat si in timp.
Prin rezolvarea cu MDF, vom obtine aproximatii:

Ui )~ Ul k=1, N, j=1,...M (111)
Formule de derivare de ordin 2:

u,((j_” - 2u,((j) + yUtn o u,((jL — 2u,((j) + ¥

k +1
— 112
(A1) GxE 113
=
- () bbb 1
(113)

Marimea u, intr-un anumit punct k si la un anumit moment de timp j + 1 depinde explicit de valoarea in acel punct
si in cele Tnvecinate la momentul de timp anterior j si de valoarea in acel punct la-momentul j — 1
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tmax = 1.00e+000, no, = 1000, idx, = 400 tmax = 1.00e+000, no, = 1000, idx, = 600

1 1
05 /\ 05

Propagarea unui impuls Gauss (stanga) si rezultatul reflexiei dupa atingerea unei frontiere pe care s-a impus

conditie Dirichlet nula (dreapta).
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Atunci cand o problema necesita atat o discretizare spatiala cat
si una temporald, pentru ca solutia numerica sa fie stabila, este
necesar sa fie indeplinita conditia lui Courant

[V|At < Ax. (114)
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Concluzii - MDF

@ Iin rezolvarea ecuatiilor diferentiale cu metoda diferentelor
finite, trebuie avute In vedere aspectul stabilitatii
algoritmului si aspectul instabilitatii numerice datorate
intrarii in zona in care predomina erorile de rotunijire.

@ Stabilitatea se analizeaza diferit daca ecuatia este cu
derivate ordinare (ODE) sau cu derivate partiale (PDE).

© Formulat pe scurt, trebuie ca pasii de discretizare sa fie
suficient de mici pentru ca algoritmul sa fie stabil, dar nu
prea mici ca sa nu se intre in zona erorilor de rotunijire.

© Un algoritm eficient ar trebui s& poata sa foloseasca pasi
de discretizare neuniformi, adaptati tipului de variatie a
solutiei.
Asupra rezolvarii sistemelor ODE si PDE vom reveni.
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