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Se dau fx : R" — R, continue, k =1,...,n
Se cer xi pentru care

f1(X1,X2,...,Xn) =0
f2(X1,X2,. .,Xn) =0
fa(X1, X0, ...,X0) = 0
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Formularea problemei

Iteratii simple
Newton Enunt
Metode care aproximeaza Jacobianul Dificultati

Metode robuste de tip Newton
Metode de descompunere

Formularea problemei

Se da F: r" — r", continua.
Se cere x € R” pentru care

F(x)=0

unde
F=1[fifb,. . f] cr”

X =[X1,X%,...,X)]" €R"

Exemplu care conduce la un astfel de sistem: analiza circuitelor
rezistive neliniare.
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Formularea problemei

Iteratii simple
Newton Enunt
Metode care aproximeaza Jacobianul Dificultati

Metode robuste de tip Newton
Metode de descompunere

Dificultati

@ Nu exista o metoda simpla de a incadra solutia astfel incat
sa obtinem o metoda garantat convergenta ca in cazul 1D.
Metodele de incadrare nu se pot generaliza.

@ Efortul de calcul creste rapid odata cu dimensiunea
sistemului.
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Formularea problemei

Iteratii simple < )
! P Problema de punct fix
Newton A
. - . Convergenta
Metode care aproximeaza Jacobianul .
Jacobian

Metode robuste de tip Newton
Metode de descompunere

lteratii simple

Formularea problemei ca o problema de punct fix
Fx)=0 < x=G(x)

unde
G(x) = x+ CF(x)

siC e rR™"
lteratii de punct fix
xk+1D) = G(x()y
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Formularea problemei

Iteratii simple - )
! P Problema de punct fix
Newton =
: - ) Convergenta
Metode care aproximeaza Jacobianul B
Jacobian

Metode robuste de tip Newton
Metode de descompunere

lteratii simple

O conditie suficienta de convergenta este:
@ in 1D |g’(x*)| < 1 unde x* este solutia.
@ innD

p(G'(x7)) <1

unde G’ este matricea Jacobian.

si initializarea este suficient de apropiata de solutie
Deoarece p(A) < ||A|| = conditie suficienta de convergenta:

IG'(x*)|| <1< |1+ CF(x)|| <1

unde F’ este matricea Jacobian.
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Matricea Jacobian
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Formularea problemei

Iteratii simple

Newton

Metode care aproximeaza Jacobianul
Metode robuste de tip Newton
Metode de descompunere

Newton - ideea

Algoritm
Convergenta
Efort de calcul

Convergenta este cu atat mai rapid convergenta cu cat
[l + CF'(x)|| este mai mica.

=
Viteza maxima de convergenta pentru
[+ CF'(x)||=0

C=—(F(x)"
Iteratii Newton:
xEFD = x®) — (F'(x(k)))~TF(x*))

Esec daca se intalneste o matrice Jacobian singulara.
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Iteratii simple

Newton

Metode care aproximeaza Jacobianul
Metode robuste de tip Newton
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Algoritm
Convergenta
Efort de calcul

Algoritm

Nu se implementeaza formula
x50 = x®) — (F/(x*9)) T F(x9) ®)
Daca notam z corectia:
x(k+H1) — x(K) 4 2 (9)
atunci

(F'(x®)z = —F(x") (10)

La fiecare iteratie neliniara
@ se calculeaza corectia prin rezolvarea sist. algebric liniar (10);
© se actualizeaza solutia cu (9).
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Iteratii simple

Newton

Metode care aproximeaza Jacobianul
Metode robuste de tip Newton
Metode de descompunere

Algoritm
Convergenta
Efort de calcul

Convergenta

Patratica
Functia de iteratie G(x) = x — Jz'(x)F(x)
Jg(X*) =0
Taylor:
G(x) = G(x") + (x — x*)TJg(x") + (x — x*) THg(x")(x — x*)/2
O demonstratie riguroasa gasiti aici

I — x| < MY (x¥D —x*)||? (11)
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http://www.math.mtu.edu/~msgocken/ma5630spring2003/lectures/newton/newton/node4.html

Matricea Hessian

Py
6x12

Fl/(x) _ 82 f2

Ox20%4

52 f,
L OXnOXy

«O>» «(Fr «E»r» <« DA 12/32

921y
0X10Xz

Ph
6x22

82t
0Xn0Xo

0X10Xn

A
OXo0Xn

821,
X2

v

= He(x)

(12)
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Iteratii simple

Newton

Metode care aproximeaza Jacobianul
Metode robuste de tip Newton
Metode de descompunere

Efort de calcul

Algoritm
Convergenta
Efort de calcul

La fiecare iteratie:

@ Evaluarea Jacobianului - n? evaluari de functii scalare
daca problema este densa (fiecare componenta a functiei
depinde de toate componentele variabilei);

@ Rezolvarea unui sistem de ecuatii algebrice liniare - n®
daca matricea este plina.

Foarte costisitor!
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Iteratii simple

Newton

Metode care aproximeaza Jacobianul
Metode robuste de tip Newton
Metode de descompunere

Variante inspirate din metodele 1D

Scop: reducerea efortului de calcul pe iteratie.
Dar: convergenta nu va mai fi patratica = compromis.

@ Newton-Kantorovich (tangente paralele)
(F'(x©)z = —F(x) (13)
X(k+1) — x(k) + 2z (14)

Sistemul de rezolvat are intotdeauna aceeasi matrice a
coeficientilor = este eficienta folosirea factorizarii.

@ Secante - derivatele partiale din formula Jacobianului se
calculeaza numeric.

/

af; f,-(x1(k_”,x£k_”, S ,xj(k), . ,x,(,k_”) — f,-(x1(k_1),x2(k_1), . ,x.(k_”, Ce. ,x,(7k_”)
(

o X
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Formularea problemei

Iteratii simple
Newton Damped Newton
Metode care aproximeaza Jacobianul Trust region

Metode robuste de tip Newton
Metode de descompunere

Convergenta locala/globala

Metoda locala

O metoda iterativa este locala - daca ea converge doar daca
initializarea este suficient de aproape de solutie (in interiorul
razei de convergenta.)

@ Metoda Newton si variantele ei sunt locale.

@ Daca initializarea este foarte proasta, atunci metodele
locale pot fi modificate pentru a imbunatati convergenta lor
globala [Martinez]. Exemple de astfel de metode:

@ Newton cu amortizare;

@ quasi-Newton (Broyden);

@ regiuni de incredere;

@ descompunere (separare/decuplare/segregare).
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Iteratii simple
Newton Damped Newton
Metode care aproximeaza Jacobianul Trust region

Metode robuste de tip Newton
Metode de descompunere

Metoda Newton cu amortizare

Se calculeaza corectia z la fiecare iteratie, dar aproximatia
noua se calculeaza ca

xk+1) — x(%) + axZ

ay este un parametru scalar care se alege a.i. aproximatia
x(k+1) s fie mai buna decat aproximatia x(¥).
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Iteratii simple
Newton Damped Newton
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Metoda Newton cu amortizare

Exemplu:
ax se alege a.i. |[f(x())|, sa scada suficient de mult la fiecare
iteratie.
sau
ok se alege a.i. h(a) = |[f(x¥)) + az||, sa fie minima
@ Exista o legatura intre rezolvarea sistemelor neliniare si
tehnicile de minimizare (optimizare).

@ Cand aproximarile au devenit suficient de aproape de
solutie, coeficientul de amortizare trebuie sa devina 1.
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Iteratii simple
Newton Damped Newton
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Metoda regiunii de incredere

Este o metoda mai complicata dar care face metoda de tip
Newton sa fie mai robusta.
ldeea:

@ Se estimeaza razei unei "regiuni de incredere" in care
aproximarea seriei Taylor pe care se bazeaza metoda
Newton sa fie suficient de precisa.

@ Corectia solutiei se ajusteaza in functie de raza acestei
regiuni de incredere.

o in apropierea solutiei, regiunile de incredere sunt suficient
de mari a.1 sunt permise corectii totale Newton.

Si aceasta metoda foloseste tehnici de optimizare’

'Detalii ale acestor algoritmi vor fi prezentate in capitolul de optimizare:
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Iteratii simple
Newton Damped Newton
Metode care aproximeaza Jacobianul Trust region

Metode robuste de tip Newton
Metode de descompunere

Metoda regiunii de incredere

Exemple de algoritmi din aceasta categorie:
@ Levenberg - Marquardt;
@ double dogleg;
@ etc.

Astfel de algoritmi sunt folositi de exemplu n:
@ functia matlab fsolve;
@ COMSOL
@ etc
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Fiti atenti la astfel de inf

Damped Newton
Trust region
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Damped Newton
Trust region

Fiti atenti la astfel
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Damped Newton
Trust region
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Formularea problemei

Iteratii simple

Newton

Metode care aproximeaza Jacobianul
Metode robuste de tip Newton
Metode de descompunere

Ideea

Pana acum componentele Jacobianului au fost evaluate in
acelasi punct.

f1(X17X2) - 07
fa(x1, X2)

I
o

Newton - aplicat intregului sistem

o, k k o, k k —1
[ X1(k+1) } _ [ X1(k) }_[ 8_1(X1( )7x§ ) 8_1(X1( )7x§ ) } [ f1(x1(k)’X2(k)) ]
X,

X1 Xo
(k+1) (k) oty (4 (k) (K) oty 4 (k) (K)
2 X3 e (57, %) (%)
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Formularea problemei

Iteratii simple

Newton

Metode care aproximeaza Jacobianul
Metode robuste de tip Newton
Metode de descompunere

Ideea: Jacobi-Newton

Iteratii - ca la Jacobi; Newton - aplicat pe grupuri de ecuatii.

< k
@ se rezolva f (x1,x2( )) =0=> x1(k+1);

o se rezolva f(x"), x,) = 0 = x{;

Deplasari simultane:
xf”” = x1(’) - f1_1(x1("),x2(k))f1 (xg),xék)) — x1(k+1)
xIH = 2(’) - f2_1(xfk),xg))fg(x1(k),x¥)) — x_ékH)

Conditie: sa existe inversele.
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Formularea problemei

Iteratii simple

Newton

Metode care aproximeaza Jacobianul
Metode robuste de tip Newton
Metode de descompunere

Ideea: Jacobi-Newton

Aproape echivalent cu
: ; N (K —1 :

X+ _ x| g—;(xf’), ) o f(x), X

XU X0 0 2% (40 0y B, x0)

Oxp \M1 172

Termenii care indica cuplajul 9f; /0x2, 0f, /0x1 sunt neglijati.
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Formularea problemei

Iteratii simple

Newton

Metode care aproximeaza Jacobianul
Metode robuste de tip Newton
Metode de descompunere

Ideea: Gauss-Seidel-Newton

lteratii - ca la Gauss-Seidel; Newton - aplicat pe grupuri de
ecuatii.

@ se rezolva f, (x17X2(k)) — 0= X1(k+1);
(k1) (k+1).

@ se rezolva f(x, X2) =0= X5 ;

Deplasari succesive:
XD 0 1 ) (0, 489)

X2(j+1) _ 2(j) . f2—1 (X1(k+1),Xéj))fg(x1(k+1),X2(j)) _ Xék—H)

Conditie: sa existe inversele.
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Formularea problemei

Iteratii simple

Newton

Metode care aproximeaza Jacobianul
Metode robuste de tip Newton
Metode de descompunere

Aplicatii tipice

@ Aceasta abordare este mai ales utila in probleme
multifizice, in care separarea sistemului in grupuri de
ecuatii se face pe considerente fizice.

@ Fiecare grup de ecuatii provine din formularile matematice
ale unor probleme foarte bine definite si cunoscute, cu
operatori matematici foarte bine studiati.

@ Rezolvarea pe componente (cuplaj slab) poate fi mai
robusta decét rezolvarea simultana (cuplaj tare).
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007 1.0000000 00037 323 223 3.96-05 8.1e-09
Iseoregatea step 2
oie owpine s dies e gsel e Liries
0.00071 2.0000000 83 323 323 2.60-13 7.4e-16 !

JStiotn s seiates e ot s

037, 0.00071

Residusl ersor estimates for segregated groups
12, 27, 0.0006

=] &
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Formularea problemei

Iteratii simple

Newton

Metode care aproximeaza Jacobianul
Metode robuste de tip Newton
Metode de descompunere
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