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Ecuatii algebrice neliniare - formularea problemei
Metode de rezolvare numerica - prin incadrare
Metode de rezolvare numerica - prin interpolare

Metode de rezolvare numerica - prin iteratii de punct fix

Metode hibride

Cuprins

Ecuatii algebrice neliniare - formularea problemei
Metode de rezolvare numerica - prin incadrare

@ Metoda falsei pozitii (a coardei)

Metode de rezolvare numerica - prin interpolare
@ Interpolare directa

@ Interpolare inversa

@ ... de ordinul 1

@ ... de ordinul 2

Metode de rezolvare numerica - prin iteratii de punct fix
@ Metoda iteratiei simple

@ Metoda Newton (a tangentelor)

@ Metoda secantelor

Metode hibride

@ ...fara evaluarea derivatei

@ ...cu evaluarea derivatei
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Ecuatii algebrice neliniare - formularea problemei
Metode de rezolvare numerica - prin incadrare

. . Enunt si buna formulare
Metode de rezolvare numerica - prin interpolare ts

Metode de rezolvare numerica - prin iteratii de punct fix SEps
Metode hibride
Formularea problemei
Enunt
Se da f: [a, b] — R, continua.
Se cere x pentru care
f(x)=0

Buna formulare matematica

y =1,

Exista o solutie x* € [a, b] si
aceasta este unica.

f(x*) =0

Gabriela Ciuprina Ecuatii si sisteme algebrice neliniare



Y = f(x)

Exemple de probleme prost formulate:
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Enunt si buna formulare
Exemple

Exemple de probleme prost formulate:

Y = f(x)

Y =1(x)

Solutia nu este unica.

m]

=
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Ecuatii algebrice neliniare - formularea problemei
Metode de rezolvare numerica - prin incadrare

Metode de rezolvare numerica - prin interpolare
Metode de rezolvare numerica - prin iteratii de punct fix
Metode hibride

Formularea problemei

Enunt si buna formulare
Exemple

Exemple de probleme prost formulate:

Y = f(x)

: /

y =109

Solutia nu este unica. Nu exista solutie.
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Enunt si buna formulare
Exemple

Conditionarea

Conditionarea depinde de panta lui f in apropierea solutiei.

¥ =1(x)

y=1(x)
0

X+
3

o = - = DA 5/47



Ecuatii algebrice neliniare - formularea problemei
Metode de rezolvare numerica - prin incadrare

Metode de rezolvare numerica - prin interpolare
Metode de rezolvare numerica - prin iteratii de punct fix
Metode hibride

Conditionarea problemei

Enunt si buna formulare
Exemple

Conditionarea depinde de panta lui f in apropierea solutiei.

y =f(x)

y =f(x)

Bine conditionata.
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Ecuatii algebrice neliniare - formularea problemei
Metode de rezolvare numerica - prin incadrare

Metode de rezolvare numerica - prin interpolare
Metode de rezolvare numerica - prin iteratii de punct fix
Metode hibride

Conditionarea problemei

Enunt si buna formulare
Exemple

Conditionarea depinde de panta lui f in apropierea solutiei.

y =f(x)

y =f(x)

Bine conditionata. Prost conditionata.
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Ecuatii algebrice neliniare - formularea problemei
Metode de rezolvare numerica - prin incadrare

Metode de rezolvare numerica - prin interpolare
Metode de rezolvare numerica - prin iteratii de punct fix
Metode hibride

Conditionarea problemei

Enunt si buna formulare
Exemple

Numarul de co ndi!ionare (revedeti cursul despre erori).
Formulare implicita

f(x)=y

(y - date, x - rezultat), aici y = 0
Formulare explicita

x=g(y)

k=M@l = 19'0)l= |f(1—x)|

Daca |f'(x*)| ~ 0 = k e mare = prost conditionata.
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Ecuatii algebrice neliniare - formularea problemei

Metode de rezolvare numerica - prin incadrare .
. . Enunt si buna formulare
Metode de rezolvare numerica - prin interpolare
- . . ; Exemple
Metode de rezolvare numerica - prin iteratii de punct fix
Metode hibride

Exemplul 1

Se dau: E, Rsi

caracteristica i = g(u)
I (md) Forward bias
80
£,
60 53 -
& K
U: ? 40 & 3
20
g 00 -50 0
F-——— Silicon 4 02 04 06 08 J,(y
Germanium 2
Reverse
bias Ig(uA)
Figura este preluaté de la

https://www.technologyuk.net/physics/
Se cere: punctul static de
functionare al diodei (/, U)
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https://www.technologyuk.net/physics/electrical-principles/the-diode.shtml

u = -Ri+E
i = g(u)
u+Rg(u)-E=0
fluy=0

unde

f(u) = u+ Rg(u) — E

u}

b}
it
i

DA 7/47




Enunt si buna formulare
Exemple

Exemplul 2
Se dau:
90, Aty
250 . Fh kl 5[’
i SR . v

& G R e Se cere: g

; | —¥— )

; Fe e.\%

) K(go-9) = — >

2
2(a-2)
flg)=0
unde
ZE()AV2
2k

f(g) = (9 — %) (g+ i—i)z+

DA g/47



Ecuatii algebrice neliniare - formularea problemei
Metode de rezolvare numerica - prin incadrare

Metode de rezolvare numerica - prin interpolare
Metode de rezolvare numerica - prin iteratii de punct fix
Metode hibride

Metoda bisectiei - ideea

Metoda bisectiei (a injumatatirii intervalului)
Metoda falsei pozitii (a coardei)

Ipoteza suplimentara:
f(a)f(b) <0

Ideea

*

X0, X1y ooy Xkyoo o 7 X

Prin injumatatirea intervalului:
Q@ xn=(a+b)/2
@ se va selecta dintre intervalele [a, x| si [xm, b] pe acela
care contine solutia
© se renoteaza cu [a, b] jumatatea aleasa si se reia de la
pasul 1.
Algoritmul se opreste atuncicand |[b— a| < ¢
¢ este o0 eroare absoluta impusa de utilizator.
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Metoda bisectiei (a injumatatirii intervalului)
Metoda falsei pozitii (a coardei)
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Metoda bisectiei (a injumatatirii intervalului)
Metoda falsei pozitii (a coardei)
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Metoda bisectiei (a injumatatirii intervalului)
Metoda falsei pozitii (a coardei)
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Metoda bisectiei (a injumatatirii intervalului)
Metoda falsei pozitii (a coardei)
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Metoda bisectiei (a injumatatirii intervalului)
Metoda falsei pozitii (a coardei)
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Metoda bisectiei (a injumatatirii intervalului)
Metoda falsei pozitii (a coardei)
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10 1
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Ecuatii algebrice neliniare - formularea problemei
Metode de rezolvare numerica - prin incadrare

Metode de rezolvare numerica - prin interpolare
Metode de rezolvare numerica - prin iteratii de punct fix
Metode hibride

Metodei bisectiei - algoritm

Metoda bisectiei (a injumatatirii intervalului)
Metoda falsei pozitii (a coardei)

functie bisectie (a, b, eps, nit)

real a, b ; domeniul de definitie al functiei f
real e ; eroarea impusa
intreg nit ; numar maxim de iteratji
real xm ; solutia
intreg k = 0 ; contor iteratii
repeta
k=k+1

xm = (a+ b)/2
daca f(xm)f(a) > 0 atunci

a=xm
altfel
b= xm
pana cand (b — a) < epssau k > nit
daca k > nit
scrie Eroarea impusa nu a fost atinsa.
intoarce xm ; solutie

retur
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Ecuatii algebrice neliniare - formularea problemei
Metode de rezolvare numerica - prin incadrare

Metode de rezolvare numerica - prin interpolare
Metode de rezolvare numerica - prin iteratii de punct fix
Metode hibride

Metoda bisectiei - erori

Metoda bisectiei (a injumatatirii intervalului)
Metoda falsei pozitii (a coardei)

La fiecare iteratie, eroarea absoluta se injumatateste:

|Xo — x*| <
X —x*| < 1/2
X2 — x*| < /22

"l

X — x| < 1/2k

I=b-—a
In ipotezele facute, procedura este garantat convergenta!
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Ecuatii algebrice neliniare - formularea problemei
Metode de rezolvare numerica - prin incadrare

Metode de rezolvare numerica - prin interpolare
Metode de rezolvare numerica - prin iteratii de punct fix
Metode hibride

Metoda falsei pozitii (regula falsi) - ideea

Metoda bisectiei (a injumatatirii intervalului)
Metoda falsei pozitii (a coardei)

ldeea: similara cu a bisectiei - alegerea unui interval in care
functia isi schimba semnul

DAR nu se injumatateste intervalul

Intervalul se imparte in doua parti, determinate de intersectia
coardei determinata de punctele (a, f(a)) si (b, f(b)) cu axa Oy.
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Ecuatii algebrice neliniare - formularea problemei
Metode de rezolvare numerica - prin incadrare

Metode de rezolvare numerica - prin interpolare
Metode de rezolvare numerica - prin iteratii de punct fix
Metode hibride

Metoda falsei pozitii (regula falsi) - ideea

Metoda bisectiei (a injumatatirii intervalului)
Metoda falsei pozitii (a coardei)

12 T T T T

10 1
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Ecuatii algebrice neliniare - formularea problemei
Metode de rezolvare numerica - prin incadrare

Metode de rezolvare numerica - prin interpolare
Metode de rezolvare numerica - prin iteratii de punct fix
Metode hibride

Metoda falsei pozitii (regula falsi) - ideea

Metoda bisectiei (a injumatatirii intervalului)
Metoda falsei pozitii (a coardei)

12 T T T T

10f : 1

N
T
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Ecuatii algebrice neliniare - formularea problemei
Metode de rezolvare numerica - prin incadrare

Metode de rezolvare numerica - prin interpolare
Metode de rezolvare numerica - prin iteratii de punct fix
Metode hibride

Metoda falsei pozitii (regula falsi) - ideea

Metoda bisectiei (a injumatatirii intervalului)
Metoda falsei pozitii (a coardei)

12 T T T T

10f : 1

N
T
i
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Ecuatii algebrice neliniare - formularea problemei
Metode de rezolvare numerica - prin incadrare

Metode de rezolvare numerica - prin interpolare
Metode de rezolvare numerica - prin iteratii de punct fix
Metode hibride

Metoda falsei pozitii (regula falsi) - ideea

Metoda bisectiei (a injumatatirii intervalului)
Metoda falsei pozitii (a coardei)

12 T T T T

10f : 1

N
T
i
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Ecuatii algebrice neliniare - formularea problemei
Metode de rezolvare numerica - prin incadrare

Metode de rezolvare numerica - prin interpolare
Metode de rezolvare numerica - prin iteratii de punct fix
Metode hibride

Metoda falsei pozitii (regula falsi) - ideea

Metoda bisectiei (a injumatatirii intervalului)
Metoda falsei pozitii (a coardei)

12 T T T T

10t : 1
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Ecuatii algebrice neliniare - formularea problemei
Metode de rezolvare numerica - prin incadrare

Metode de rezolvare numerica - prin interpolare
Metode de rezolvare numerica - prin iteratii de punct fix
Metode hibride

Metoda falsei pozitii (regula falsi) - ideea

Metoda bisectiei (a injumatatirii intervalului)
Metoda falsei pozitii (a coardei)

12 T T T T

10t : 1
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Ecuatii algebrice neliniare - formularea problemei
Metode de rezolvare numerica - prin incadrare

Metode de rezolvare numerica - prin interpolare
Metode de rezolvare numerica - prin iteratii de punct fix
Metode hibride

Metoda falsei pozitii (regula falsi) - algoritm

Metoda bisectiei (a injumatatirii intervalului)
Metoda falsei pozitii (a coardei)

yo) ="M g4 1(a)
B __af(b) — bf(a)
YO=0 = X T @

@ xm = (af(b) — bf(a))/(f(b) — f(a))
@ se va selecta dintre intervalele [a, xy] si [xm, b] pe acela
care contine solutia

© se renoteaza cu [a, b] intervalul ales si se reia de la pasul
1.

Algoritmul se opreste atuncicand |[b— a| < ¢
¢ este o0 eroare absoluta impusa de utilizator.
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Ecuatii algebrice neliniare - formularea problemei
Metode de rezolvare numerica - prin incadrare

Metode de rezolvare numerica - prin interpolare
Metode de rezolvare numerica - prin iteratii de punct fix
Metode hibride

Metoda falsei pozitii (regula falsi) - convergenta

Metoda bisectiei (a injumatatirii intervalului)
Metoda falsei pozitii (a coardei)

@ Convergenta este asigurata daca functia este continua si
isi schimba semnul pe intervalul [a,b];

@ Convergenta ar putea fi mai rapida decét la bisectie daca
intotdeauna intervalul ales este mai mic decat jumatate din
intervalul anterior;

@ ldeea poate fi folosita in combinatie cu metoda secantelor’
pentru a preveni divergenta acesteia din urma.

@ O varianta mai rapid convergenta a acestei metode este
cunoscuta sub numele de metoda lui Ridder detalii aici. Se
folosegte valoarea functiei f la mijlocul intervalului pentru a
determina o alta functie h care are aceeasi radacina ca si
f. Metoda falsei pozitii se aplica pentru h.

"Metoda secantelor este prezentata in slide-urile care urmeaza
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https://en.wikipedia.org/wiki/Ridders%27_method

Ecuatii algebrice neliniare - formularea problemei
Metode de rezolvare numerica - prin incadrare

Metode de rezolvare numerica - prin interpolare
Metode de rezolvare numerica - prin iteratii de punct fix
Metode hibride

|deea metodelor bazate pe interpolare

Interpolare directa
Interpolare inversa
... de ordinul 1
... de ordinul 2

Interpolare directa:

@ Se folosesc valorile functiei deja calculate pentru a gasi o
interpolare g a functiei f.

@ Aproximatia radacinii este data de zeroul polinomului de
interpolare g.

f(x) = g(x)

fx)=0 = g(x*)=0
Algoritm:

9x)=0 = f(x)~0
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Ecuatii algebrice neliniare - formularea problemei
Metode de rezolvare numerica - prin incadrare

Metode de rezolvare numerica - prin interpolare
Metode de rezolvare numerica - prin iteratii de punct fix
Metode hibride

|deea metodelor bazate pe interpolare

Interpolare directa
Interpolare inversa
... de ordinul 1
... de ordinul 2

Interpolare inversa:

@ Se folosesc valorile functiei deja calculate pentru a gasi o
interpolare h a functiei .

@ Aproximatia radacinii este data de h(0).

fx)=y = x—f‘ (y)

f(x)=0 = x*=f"0)
“'(y) = hly) = X* ~ h(0)
Algoritm:

X =h(0) = xx=~x*
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Ecuatii algebrice neliniare - formularea problemei
Metode de rezolvare numerica - prin incadrare

Metode de rezolvare numerica - prin interpolare
Metode de rezolvare numerica - prin iteratii de punct fix
Metode hibride

Metode bazate pe interpolare liniara

Interpolare directa
Interpolare inversa
... de ordinul 1
... de ordinul 2

Metode care folosesc interpolari de ordinul 1 (doua puncte)
@ Metoda falsei pozitii® - cele doud puncte nu sunt neaparat
ultimele doua aproximatii calculate.

@ Metoda secantelor? - cele doua puncte sunt exact ultimele
doua aproximatii calculate.

2Prezentata anterior, ca 0 metod& de incadrare
3Prezentata in slide-urile urmatoare, ca o metoda de punct fix
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Ecuatii algebrice neliniare - formularea problemei
Metode de rezolvare numerica - prin incadrare

Metode de rezolvare numerica - prin interpolare
Metode de rezolvare numerica - prin iteratii de punct fix
Metode hibride

Metode bazate pe interpolarea patratica

Interpolare directa
Interpolare inversa
... de ordinul 1
... de ordinul 2

Metode care folosesc interpolari de ordinul 2 (trei puncte)

@ Metoda Muller
Se aproximeaza f cu o parabola folosind ultimele trei
aproximatii calculate.
Se calculeaza o radacina a acestei parabole, cea mai

apropiata de ultima aproximatie calculata.
Detalii la

Eric W. "Muller's Method." From MathWorld—A Wolfram Web Resource.
http://mathworld.wolfram.com/MullersMethod.html

@ |Interpolarea patratica inversa
Se aproximeaza f~'! cu o parabola folosind ultimele trei
aproximatii calculate.
Se evalueaza acest polinom de interpolare in 0.
Este folosita mai des in combinatie cu alte metode.
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Ecuatii algebrice neliniare - formularea problemei
Metode de rezolvare numerica - prin incadrare

Metode de rezolvare numerica - prin interpolare
Metode de rezolvare numerica - prin iteratii de punct fix
Metode hibride

Interpolarea patratica inversa

Interpolare directa
Interpolare inversa
... de ordinul 1
... de ordinul 2

Polinomul de interpolare pentru 1, folosind punctele:
(Xk—2, fk—2)s (Xk—1,fk—1), (Xk, f) este:

- — fie1)(y — f) (Y — fk=2)(y — fx)
1 _ e Xk_2 + Xk—1+
2 (2 — 1)z —1f) 27" (1 — fea)(Fe1 —f) <"
(Y = fe—2)(y — 1)
+ X
(fc = fe—2)(fc — fx—1) «
Aproximatia urméatoare xx. ¢ = f~'(0)
fk,1fk fk72fk
X Xk—_2 + Xk—1 +
o (h2— f1)(Fz—f) 2" (fq — f2)(fq — fe) |
fu_ofi_
N ko1 X ™

(fc — fe—2)(Ffc — fx—1)
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Ecuatii algebrice neliniare - formularea problemei

Metode de rezolvare numerica - prin incadrare Metoda iteratiei simple
Metode de rezolvare numerica - prin interpolare Metoda Newton (a tangentelor)
Metode de rezolvare numerica - prin iteratii de punct fix Metoda secantelor

Metode hibride

ldeea metodei iteratiei simple

Ecuatia de rezolvat:
f(x)=0 @)
ldeea:

*

X0, X1y ooy Xgyooo —> X
Calcul recursiv:

Xk = 9(Xk—1), 3)
g se numeste functie de iteratie
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Ecuatii algebrice neliniare - formularea problemei

Metode de rezolvare numerica - prin incadrare Metoda iteratiei simple
Metode de rezolvare numerica - prin interpolare Metoda Newton (a tangentelor)
Metode de rezolvare numerica - prin iteratii de punct fix Metoda secantelor

Metode hibride

ldeea metodei iteratiei simple

Ecuatia de rezolvat:
f(x)=0 @)
ldeea:

*

X0, X1y ooy Xgyooo —> X
Calcul recursiv:

Xk = 9(Xk—1), 3)
g se numeste functie de iteratie

Q9=
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Ecuatii algebrice neliniare - formularea problemei

Metode de rezolvare numerica - prin incadrare Metoda iteratiei simple
Metode de rezolvare numerica - prin interpolare Metoda Newton (a tangentelor)
Metode de rezolvare numerica - prin iteratii de punct fix Metoda secantelor

Metode hibride

ldeea metodei iteratiei simple

Ecuatia de rezolvat:
f(x)=0 @)
ldeea:

*

X0, X1y ey Xgyoo o > X
Calcul recursiv:
Xk = 9(Xk—1), (3)
g se numeste functie de iteratie
Qg=7
Q x =7
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Ecuatii algebrice neliniare - formularea problemei

Metode de rezolvare numerica - prin incadrare Metoda iteratiei simple
Metode de rezolvare numerica - prin interpolare Metoda Newton (a tangentelor)
Metode de rezolvare numerica - prin iteratii de punct fix Metoda secantelor

Metode hibride

ldeea metodei iteratiei simple

Ecuatia de rezolvat:
f(x)=0 @)

Ideea:

*

X0, X1y ey Xgyoo o > X

Calcul recursiv:
Xk = 9(Xk—1), (3)
g se numeste functie de iteratie
Qg=?
Q x =7

© Sirul este convergent?

Gabriela Ciuprina Ecuatii si sisteme algebrice neliniare



Ecuatii algebrice neliniare - formularea problemei

Metode de rezolvare numerica - prin incadrare Metoda iteratiei simple
Metode de rezolvare numerica - prin interpolare Metoda Newton (a tangentelor)
Metode de rezolvare numerica - prin iteratii de punct fix Metoda secantelor
Metode hibride

ldeea metodei iteratiei simple

Ecuatia de rezolvat:

f(x)=0 (2)
Ideea:
X0, X1y e vy Xy oo — X*
Calcul recursiv:
Xk = 9(Xk-1), 3)

g se numeste functie de iteratie
Qg=?
Q x =7
© Sirul este convergent?
© Care este criteriul de oprire?
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Ecuatii algebrice neliniare - formularea problemei

Metode de rezolvare numerica - prin incadrare Metoda iteratiei simple
Metode de rezolvare numerica - prin interpolare Metoda Newton (a tangentelor)
Metode de rezolvare numerica - prin iteratii de punct fix Metoda secantelor

Metode hibride

Metoda iteratiei simple - constructia lui g

Xk = 9(Xk—1), lim xx = x (4)

k— o0
x=g(x) (5)
Solutia ecuatiei f(x) = 0 este punct fix al aplicatiei g

=0

o =x
1 7
10 6
5
8
4
6
3
4
2
2
1
0
0
2 1
- 2
2 1 o 1 2 3 4 5 & 7 2 1 o 1 2 3 4 5 & 7
x
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f(X) :0

Cf(X) —0
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f(X) :0

Cf(X) —0
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f(X):O

Cf(x):O
X + cf(x) = x

g(x) = x + cf(x)
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Metoda iteratiei simple

Metoda Newton (a tangentelor)
Metoda secantelor

f(x)=0
cf(x) =0
x+cf(x) =x

g(x) = x + cf(x)

(6)
Xk = Xk—1 + Cf(Xk_1)

k=1,2,....n. (7)
o

=
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Ecuatii algebrice neliniare - formularea problemei

Metode de rezolvare numerica - prin incadrare Metoda iteratiei simple
Metode de rezolvare numerica - prin interpolare Metoda Newton (a tangentelor)
Metode de rezolvare numerica - prin iteratii de punct fix Metoda secantelor

Metode hibride

Metoda iteratiei simple - convergenta

g(x) = x + cf(x) (8)
Xk = Xk—1 + f(Xk_1) k=1,2,...,n. (9)

Initializare arbitrara xq € [a, b].
Obs: Constanta c influenteaza puternic convergenta.

Teorema - conditie suficienta de convergenta

Daca g este o contractie, atunci sirul iteratiilor este convergent.

g este contractie, daca:

19(x1) — 9(x2)| < |X1 — X2|, VX1, X2 € [a, b] (10)
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Ecuatii algebrice neliniare - formularea problemei

Metode de rezolvare numerica - prin incadrare Metoda iteratiei simple
Metode de rezolvare numerica - prin interpolare Metoda Newton (a tangentelor)
Metode de rezolvare numerica - prin iteratii de punct fix Metoda secantelor

Metode hibride

Metoda iteratiei simple - convergenta

g(x) = x + cf(x) (8)
Xk = Xk—1 + f(Xk_1) k=1,2,...,n. (9)

Initializare arbitrara xq € [a, b].
Obs: Constanta c influenteaza puternic convergenta.

Teorema - conditie suficienta de convergenta

Daca g este o contractie, atunci sirul iteratiilor este convergent.

g este contractie, daca:
[9(x1) — g(x2)| < Lix1 — X2|, VX1, X2 € [a, b] (10)

L < 1 (strict!)
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Ecuatii algebrice neliniare - formularea problemei
Metode de rezolvare numerica - prin incadrare

Metode de rezolvare numerica - prin interpolare
Metode de rezolvare numerica - prin iteratii de punct fix
Metode hibride

Metoda iteratiei simple
Metoda Newton (a tangentelor)
Metoda secantelor

Metoda iteratiei simple - convergenta

Teorema - conditie suficienta de convergenta

Daca f este derivabila si |g’| < 1 = iteratii convergente.

909 =x
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Ecuatii algebrice neliniare - formularea problemei

Metode de rezolvare numerica - prin incadrare Metoda iteratiei simple
Metode de rezolvare numerica - prin interpolare Metoda Newton (a tangentelor)
Metode de rezolvare numerica - prin iteratii de punct fix Metoda secantelor

Metode hibride

Metoda iteratiei simple - convergenta

Teorema - conditie suficienta de convergenta
Daca f este derivabila si |g’| < 1 = iteratii convergente.

909 =x
10 T T

x Divergent
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Ecuatii algebrice neliniare - formularea problemei

Metode de rezolvare numerica - prin incadrare Metoda iteratiei simple
Metode de rezolvare numerica - prin interpolare Metoda Newton (a tangentelor)
Metode de rezolvare numerica - prin iteratii de punct fix Metoda secantelor

Metode hibride

Metoda iteratiei simple - convergenta

Teorema - conditie suficienta de convergenta
Daca f este derivabila si |g’| < 1 = iteratii convergente.

909 =x
10 T T

x Divergent
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Ecuatii algebrice neliniare - formularea problemei

Metode de rezolvare numerica - prin incadrare Metoda iteratiei simple
Metode de rezolvare numerica - prin interpolare Metoda Newton (a tangentelor)
Metode de rezolvare numerica - prin iteratii de punct fix Metoda secantelor

Metode hibride

Metoda iteratiei simple - convergenta

Conditia |g’| < 1 este echivalenta cu:
[1+cf'(x) <1, xe€]la,b]. (11)

= importan{a constantei ¢

Cucat |g'| = [1 + cf'(x)| este mai mic, cu atat sirul iterativ este mai
rapid convergent.

Notdm L o margine a derivatei |g’|(x) < L.
X —x*| = [g(x0) — g(x*)| = 1g'(O) (X0 — x*)| < Lixo — x*
|xa — x*| < L|xy — x*| < L2|xg — X*|
X = Xx*| < Lpxe — x*| < L¥|x0 — x|

Xk — x*| < LK|xg — x* (12)
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Ecuatii algebrice neliniare - formularea problemei

Metode de rezolvare numerica - prin incadrare Metoda iteratiei simple
Metode de rezolvare numerica - prin interpolare Metoda Newton (a tangentelor)
Metode de rezolvare numerica - prin iteratii de punct fix Metoda secantelor

Metode hibride

Metoda iteratiei simple - conditia de oprire

Eroarea |x, — x*| - nu se poate calcula

Reziduul |f(xp)| - se poate calcula, dar trebuie corelat cu
numarul de conditionare
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Ecuatii algebrice neliniare - formularea problemei

Metode de rezolvare numerica - prin incadrare Metoda iteratiei simple
Metode de rezolvare numerica - prin interpolare Metoda Newton (a tangentelor)
Metode de rezolvare numerica - prin iteratii de punct fix Metoda secantelor

Metode hibride

Metoda iteratiei simple - conditia de oprire

Dar
|Xn—Xn—1| = |9(Xn—1)—Xn—1| = [Xn—1+CF(Xn_1)—Xn_1| = |cf(Xn_1)|

Daca c e corelat cu inversa derivatei, atunci cel mai natural
criteriu de oprire este

|Xn — Xn—1| <€

unde ¢ este parametru de intrare (impus de utilizator).
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Ecuatii algebrice neliniare - formularea problemei

Metode de rezolvare numerica - prin incadrare Metoda iteratiei simple
Metode de rezolvare numerica - prin interpolare Metoda Newton (a tangentelor)
Metode de rezolvare numerica - prin iteratii de punct fix Metoda secantelor

Metode hibride

Metoda Newton

c se alege a.i. viteza de convergenta sa fie maxima:

1+ Ckf/(Xk) =0

1
CkZ—m. (13)
Xt = Xk — ;((’)((’;)) k=1,2,... (14)

Semnificatie geometricd: La fiecare iteratie graficul functiei este
aproximat cu tangenta dusa in punctul de coordonate x, f(Xx).
OBS: Metoda esueaza daca tangenta are panta zero.
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Ecuatii algebrice neliniare - formularea problemei

Metode de rezolvare numerica - prin incadrare Metoda iteratiei simple
Metode de rezolvare numerica - prin interpolare Metoda Newton (a tangentelor)
Metode de rezolvare numerica - prin iteratii de punct fix Metoda secantelor

Metode hibride

Metoda Newton

Justificare: Ecuatia dreptei tangente:
y = F(x)(x = xk) + f(xk), (15)
Intersectia tangentei cu axa orizontala:

(%)
f'(xk)

Obs: la fiecare iteratie trebuie evaluata derivata f'(xx), ceea ce
poate necesita un efort mare de calcul.
:(

Ce se poate face pentru diminuarea efortului de calcul?

Yy=0=X=Xgp1 =X —
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Ecuatii algebrice neliniare - formularea problemei

Metode de rezolvare numerica - prin incadrare Metoda iteratiei simple
Metode de rezolvare numerica - prin interpolare Metoda Newton (a tangentelor)
Metode de rezolvare numerica - prin iteratii de punct fix Metoda secantelor

Metode hibride

Metoda tangentelor paralele

Varianta simplificatd metoda Newton-Kantorovici (a
tangentelor paralele)

c=-1/f(xo)
Xk41 = Xk — ;’(())((I;)) (16)

Semnificatia geometrica?
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Metoda iteratiei simple
Metoda Newton (a tangentelor)
Metoda secantelor
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Metoda iteratiei simple
Metoda Newton (a tangentelor)
Metoda secantelor

Metoda tangentel

-4
-1 -0.5 0 0.5 1 15 2 25 3
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Metoda iteratiei simple
Metoda Newton (a tangentelor)
Metoda secantelor

Metoda tangentel

-4
-1 -0.5 0 0.5 1 15 2 25 3

[m] = = =
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Ecuatii algebrice neliniare - formularea problemei

Metode de rezolvare numerica - prin incadrare Metoda iteratiei simple
Metode de rezolvare numerica - prin interpolare Metoda Newton (a tangentelor)
Metode de rezolvare numerica - prin iteratii de punct fix Metoda secantelor

Metode hibride

Metoda tangentelor paralele

f(x)=0

@ S-aredus efortul de calcul, dar doar pentru o iteratie
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Ecuatii algebrice neliniare - formularea problemei

Metode de rezolvare numerica - prin incadrare Metoda iteratiei simple
Metode de rezolvare numerica - prin interpolare Metoda Newton (a tangentelor)
Metode de rezolvare numerica - prin iteratii de punct fix Metoda secantelor

Metode hibride

Metoda tangentelor paralele

f(x)=0

@ S-aredus efortul de calcul, dar doar pentru o iteratie
@ Rimane necesitatea de a avea o expresie analiticd pentru derivata /().
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Ecuatii algebrice neliniare - formularea problemei

Metode de rezolvare numerica - prin incadrare Metoda iteratiei simple
Metode de rezolvare numerica - prin interpolare Metoda Newton (a tangentelor)
Metode de rezolvare numerica - prin iteratii de punct fix Metoda secantelor

Metode hibride

Metoda tangentelor paralele

f(x)=0

@ S-aredus efortul de calcul, dar doar pentru o iteratie
@ Rimane necesitatea de a avea o expresie analiticd pentru derivata /().
@ cese poate face daca nu exista o astfel de expresie?
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Ecuatii algebrice neliniare - formularea problemei

Metode de rezolvare numerica - prin incadrare Metoda iteratiei simple
Metode de rezolvare numerica - prin interpolare Metoda Newton (a tangentelor)
Metode de rezolvare numerica - prin iteratii de punct fix Metoda secantelor

Metode hibride

Metoda secantelor

Foloseste o aproximare numerica a derivatei

F() = T Tc), (17)
f(Xk)(Xk . Xk,1)
f(Xk) — f(Xk,1)

Semnificatie geometrica: La fiecare iteratie graficul functiei este
aproximat cu secanta ce uneste ultimele doua puncte din sirul
iterativ, avand coordonatele xx_1, f(xx_1) si respectiv xx, f(xk).
OBS: Metoda esueaza daca secanta are panta zero.

Xkr1 = Xk — k:1,2, (18)
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Ecuatii algebrice neliniare - formularea problemei

Metode de rezolvare numerica - prin incadrare Metoda iteratiei simple
Metode de rezolvare numerica - prin interpolare Metoda Newton (a tangentelor)
Metode de rezolvare numerica - prin iteratii de punct fix Metoda secantelor

Metode hibride

Metoda secantelor

Obs: functia de iteratie are doua variabile xx1 = g(Xk, Xk—1),
deci necesita o initializare dubla xg, X1 (ex: xg = b, x; = a).

f(x)=0

5

4| 1
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05 1 15 2 25 3
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Ecuatii algebrice neliniare - formularea problemei

Metode de rezolvare numerica - prin incadrare Metoda iteratiei simple
Metode de rezolvare numerica - prin interpolare Metoda Newton (a tangentelor)
Metode de rezolvare numerica - prin iteratii de punct fix Metoda secantelor

Metode hibride

Metoda secantelor

Obs: functia de iteratie are doua variabile xx1 = g(Xk, Xk—1),
deci necesita o initializare dubla xg, X1 (ex: xg = b, x; = a).

f(x)=0
5 ; ; ; ;

4+ ]

-4
05 1 15 2 25 3

Gabriela Ciuprina Ecuatii si sisteme algebrice neliniare



Ecuatii algebrice neliniare - formularea problemei
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Metode hibride

Metoda secantelor
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deci necesita o initializare dubla xg, X1 (ex: xg = b, x; = a).
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Metoda secantelor
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Metoda secantelor
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Ecuatii algebrice neliniare - formularea problemei

Metode de rezolvare numerica - prin incadrare Metoda iteratiei simple
Metode de rezolvare numerica - prin interpolare Metoda Newton (a tangentelor)
Metode de rezolvare numerica - prin iteratii de punct fix Metoda secantelor

Metode hibride

Metoda secantelor

Obs: functia de iteratie are doua variabile xx1 = g(Xk, Xk—1),
deci necesita o initializare dubla xg, X1 (ex: xg = b, x; = a).
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Obs: daca: xg =a,x; = b.

f(x)=0
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Metoda iteratiei simple
Metoda Newton (a tangentelor)
Metoda secantelor

Obs: daca: xg =a,x; = b.
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Ecuatii algebrice neliniare - formularea problemei

Metode de rezolvare numerica - prin incadrare Metoda iteratiei simple
Metode de rezolvare numerica - prin interpolare Metoda Newton (a tangentelor)
Metode de rezolvare numerica - prin iteratii de punct fix Metoda secantelor

Metode hibride

Metoda secantelor

Obs: varianta modificata (pentru a preveni divergenta), se
alege secanta corespunzatoare unei schimbari a semnului.

f(x)=0

5

4t
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Metode de rezolvare numerica - prin iteratii de punct fix Metoda secantelor
Metode hibride

Metoda secantelor

Obs: varianta modificata (pentru a preveni divergenta), se
alege secanta corespunzatoare unei schimbari a semnului.

f(x)=0
5

4t

i
25 3

X
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Ecuatii algebrice neliniare - formularea problemei

Metode de rezolvare numerica - prin incadrare Metoda iteratiei simple
Metode de rezolvare numerica - prin interpolare Metoda Newton (a tangentelor)
Metode de rezolvare numerica - prin iteratii de punct fix Metoda secantelor

Metode hibride

Algoritmi

procedura iteratie simpla (xo, €ps, nit)

real xg ; initializare solutie
real eps ; eroarea impusa
intreg nit ; numar maxim de iteratii
intreg k=0 ; contor iteraii
real xvechi = xy ; initializarea solutiei
repeta

k=k+1

xnou = g(xvechi) ; unde g(x)=x+cf(x)

d = |xnou — xvechi|
xvechi = xnou
pana cand d < eps sau k > nit
daca k < nit
scrie xnou
retur
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Ecuatii algebrice neliniare - formularea problemei

Metode de rezolvare numerica - prin incadrare Metoda iteratiei simple
Metode de rezolvare numerica - prin interpolare Metoda Newton (a tangentelor)
Metode de rezolvare numerica - prin iteratii de punct fix Metoda secantelor

Metode hibride

Algoritmi
procedura Newton (xo, €ps, nit)
real xg ; initializare solutie
real eps ; eroarea impusa
intreg nit ; numar maxim de iteratii
intreg k=0 ; contor iteraii
real xvechi = xy ; initializarea solutiei
repeta

k=k+1
xnou = xvechi — f(xvechi)/fder(xvechi)
d = |xnou — xvechi|
xvechi = xnou
pana cand d < eps sau k > nit
daca k < nit
scrie xnou
retur

Gabriela Ciuprina Ecuatii si sisteme algebrice neliniare



Ecuatii algebrice neliniare - formularea problemei

Metode de rezolvare numerica - prin incadrare Metoda iteratiei simple
Metode de rezolvare numerica - prin interpolare Metoda Newton (a tangentelor)
Metode de rezolvare numerica - prin iteratii de punct fix Metoda secantelor

Metode hibride

Algoritmi
procedura tangente paralele (xo, eps, nit)
real xg ; initializare solutie
real eps ; eroarea impusa
intreg nit ; numar maxim de iteratii
real xvechi = x ; initializarea solutiei
real fd = fder(xo) ; valoarea derivatei in xg
repeta

k=k+1
xnou = xvechi — f(xvechi)/fd
d = |xnou — xvechi|
xvechi = xnou
pana cand d < eps sau k > nit
daca k < nit
scrie xnou
retur
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Ecuatii algebrice neliniare - formularea problemei

Metode de rezolvare numerica - prin incadrare Metoda iteratiei simple
Metode de rezolvare numerica - prin interpolare Metoda Newton (a tangentelor)
Metode de rezolvare numerica - prin iteratii de punct fix Metoda secantelor

Metode hibride

Algoritmi
procedura secante (a, b, eps, nit)
real a, b ; domeniul de definitie al functiei
real eps ; eroarea impusa
intreg nit ; numar maxim de iteratii
intreg k=0 ; contor iteraii
real xv = a ; initializari ale solufiei
real xvw = b
repeta

k=k+1
xnou = xv — (xv — xw)f(xv)/(f(xv) — f(xvv))
d = |xnou — xv|
XV = XV
XV = xnou
pana cand d < eps sau k > nit
daca k < nit
scrie xnou
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Ecuatii algebrice neliniare - formularea problemei
Metode de rezolvare numerica - prin incadrare

Metode de rezolvare numerica - prin interpolare
Metode de rezolvare numerica - prin iteratii de punct fix

Metode hibride

Metoda iteratiei simple
Metoda Newton (a tangentelor)
Metoda secantelor

Comparatie - efortul de calcul

@ Depinde de eroarea impusa solutiei.
@ Efortul pentru o iteratie depinde de metoda.
@ Operatiile de referinta: evaluarea functiei f sau a derivatei

acesteia.
| Metoda | Numdr de evaludri pe iteratie
Bisectiei 2 pentru f (poate fi redusa la o evaluare)
Falsei pozitii 2 pentru f (poate fi redusa la o evaluare)
Muller 3 pentru f (poate fi redusa la o evaluare)
Interpolarea patratica inversa | 3 pentru f (poate fi redusa la o evaluare)
Iteratia simpla 1 pentru f
Tangente paralele 1 pentru f

Newton
Secante

1 pentru f si 1 pentru f’
2 pentru f (poate fi redusa la o evaluare)
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Ecuatii algebrice neliniare - formularea problemei

Metode de rezolvare numerica - prin incadrare Metoda iteratiei simple
Metode de rezolvare numerica - prin interpolare Metoda Newton (a tangentelor)
Metode de rezolvare numerica - prin iteratii de punct fix Metoda secantelor

Metode hibride

Comparatie - convergenta

Bisectia
@ garantat convergenta in ipoteza schimbarii semnului;
© deoarece*ay = 1/2a,_1 se spune ca are convergenta
liniara.
Metoda falsei pozitii
@ garantat convergenta in ipoteza schimbarii semnului;

@ convegenta liniara, poate converge mai repede decéat
metoda bisectiei pentru ca alegerea punctului care imparte
intervalul depinde de valorile functiei.

*a, = marginea erorii absolute - revedeti cursul despre erori
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Ecuatii algebrice neliniare - formularea problemei

Metode de rezolvare numerica - prin incadrare Metoda iteratiei simple
Metode de rezolvare numerica - prin interpolare Metoda Newton (a tangentelor)
Metode de rezolvare numerica - prin iteratii de punct fix Metoda secantelor

Metode hibride

Comparatie - convergenta

Metodele bazate pe iteratii
@ nu sunt garantat convergente;
@ viteza de convergenta difera de la o metoda la alta;
@ metoda Newton e cea mai rapid convergenta, are
convergenta patratica (demo pe slide-ul urmator).
@ metoda secantelor are o viteza de convergenta intre cea
liniara si cea patratia ("superliniara"):
ax ~ Cay_,,a=(1++5)/2~1.61. [Cheney]
@ metoda Muller are o viteza de convergenta superliniara,
intre secante si Newton: o ~ 1.84.
@ metoda interpolarii patratice inverse are o viteza de
convergenta superliniara, intre secante si Newton: o ~ 1.8.
Metoda Newton ar putea avea o eficienta globala superioara,
chiar daca la fiecare iteratie timpul de calcul este mai-mare.
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Ecuatii algebrice neliniare - formularea problemei

Metode de rezolvare numerica - prin incadrare Metoda iteratiei simple
Metode de rezolvare numerica - prin interpolare Metoda Newton (a tangentelor)
Metode de rezolvare numerica - prin iteratii de punct fix Metoda secantelor

Metode hibride

Convergenta metodei Newton - demonstratie

Functia de iteratie g(x) = x — ff,(();))

Se verifica usorca g'(x*) =0

g(x) = g(x*) + (x = x")g'(x*) + (x — x*)?g"(¢)/2
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Ecuatii algebrice neliniare - formularea problemei

Metode de rezolvare numerica - prin incadrare Metoda iteratiei simple
Metode de rezolvare numerica - prin interpolare Metoda Newton (a tangentelor)
Metode de rezolvare numerica - prin iteratii de punct fix Metoda secantelor

Metode hibride

Convergenta metodei Newton - demonstratie

Functia de iteratie g(x) = x — ff,(();))

Se verifica usorca g'(x*) =0
g(x) = g(x*) + (x — x")g'(x) + (x = x*)?9"(¢)/2

g(x) = g(x*) + (x = x*)?g"(¢)/2
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Ecuatii algebrice neliniare - formularea problemei

Metode de rezolvare numerica - prin incadrare Metoda iteratiei simple
Metode de rezolvare numerica - prin interpolare Metoda Newton (a tangentelor)
Metode de rezolvare numerica - prin iteratii de punct fix Metoda secantelor

Metode hibride

Convergenta metodei Newton - demonstratie

Functia de iteratie g(x) = x — ff,(();))

Se verifica usorca g'(x*) =0

g(x) = g(x*) + (x = x")g'(x*) + (x — x*)?g"(¢)/2
g(x) = g(x*) + (x = x*)?g"(¢)/2

9(Xk—1) = 9(x*) + (X1 — X*)?9"(¢)/2
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Ecuatii algebrice neliniare - formularea problemei

Metode de rezolvare numerica - prin incadrare Metoda iteratiei simple
Metode de rezolvare numerica - prin interpolare Metoda Newton (a tangentelor)
Metode de rezolvare numerica - prin iteratii de punct fix Metoda secantelor

Metode hibride

Convergenta metodei Newton - demonstratie

Functia de iteratie g(x) = x — ff,(();))

Se verifica usor i g'(x*) = 0
g(x) = g(x*) + (x — x")g'(x) + (x = x*)?9"(¢)/2
g(x) = g(x*) + (x = x")?g"(¢)/2
9(x—1) = g(x*) + (-1 — x*)29"(¢)/2

X = X"+ (X1 — X*)?g"(¢)/2
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Ecuatii algebrice neliniare - formularea problemei

Metode de rezolvare numerica - prin incadrare Metoda iteratiei simple
Metode de rezolvare numerica - prin interpolare Metoda Newton (a tangentelor)
Metode de rezolvare numerica - prin iteratii de punct fix Metoda secantelor

Metode hibride

Convergenta metodei Newton - demonstratie

Functia de iteratie g(x) = x — ff,(();))

Se verifica usor i g'(x*) = 0
g(x) = g(x*) + (x — x")g'(x) + (x = x*)?9"(¢)/2
g(x) = g(x*) + (x = x")?g"(¢)/2
9(x—1) = g(x*) + (-1 — x*)29"(¢)/2
Xk = X"+ (k-1 — x*)2g"(¢)/2

X = X*| < M| (X1 — x*)?
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Ecuatii algebrice neliniare - formularea problemei

Metode de rezolvare numerica - prin incadrare Metoda iteratiei simple
Metode de rezolvare numerica - prin interpolare Metoda Newton (a tangentelor)
Metode de rezolvare numerica - prin iteratii de punct fix Metoda secantelor

Metode hibride

Convergenta metodei Newton - demonstratie

Functia de iteratie g(x) = x — ff,(();))

Se verifica usor i g'(x*) = 0
g(x) = g(x*) + (x — x")g'(x) + (x = x*)?9"(¢)/2
g(x) = g(x*) + (x = x")?g"(¢)/2
9(x—1) = g(x*) + (-1 — x*)29"(¢)/2
Xk = X"+ (k-1 — x*)2g"(¢)/2

X = X*| < M| (X1 — x*)?
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Ecuatii algebrice neliniare - formularea problemei
Metode de rezolvare numerica - prin incadrare

Metode de rezolvare numerica - prin interpolare
Metode de rezolvare numerica - prin iteratii de punct fix

Metode hibride

...fara evaluarea derivatei
...cu evaluarea derivatei

Metoda Brent-Dekker

@ Combina 3 metode: bisectia, secantelor si interpolarea
patratica inversa;

@ Are robustetea data de bisectie dar poate fi rapid
convergenta ca metoda secantelor sau interpolarea
patratica inversa.

Pentru detalii consultati
https://en.wikipedia.org/wiki/Brent%27s_method
Aceasta metoda este implementata in functia fzero din
Matlab.
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Ecuatii algebrice neliniare - formularea problemei
Metode de rezolvare numerica - prin incadrare

Metode de rezolvare numerica - prin interpolare
Metode de rezolvare numerica - prin iteratii de punct fix

Metode hibride

...fara evaluarea derivatei
...cu evaluarea derivatei

Cea mai rapid convergenta metoda este metoda Newton, dar
ea necesita:

@ o initializare in interiorul razei de convergenta (suficient de

aproape de solutie);

@ o expresie pentru evaluarea derivatei.

Presupunand ca exista o expresie care permite evaluarea
derivatei, o alta idee de a combina metodele prezentate este de
a folosi la Tnceput un algoritm care nu necesita evaluarea
derivatei (metode de ordin zero), urmand a comuta in final pe
iteratii Newton (metode de ordinul unu).
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Ecuatii algebrice neliniare - formularea problemei
Metode de rezolvare numerica - prin incadrare

Metode de rezolvare numerica - prin interpolare
Metode de rezolvare numerica - prin iteratii de punct fix
Metode hibride

...fara evaluarea derivatei
...cu evaluarea derivatei
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disponibild la http:/heath.cs.illinois.edu/scicomp/
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