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Formularea problemei

Sistem de n ecuatii algebrice liniare cu n necunoscute:

ai Xy + apXe + -+ + @pXn = by,
a1 X1 + axpXo + -+ + @opXn = bo,

an1 X1 + @naXo + -+ - + pnXn = bp.
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Notes

Se da matricea coeficientilor

ayy a2 o @in
A— 21 22 2N e ]Rn><n (2)
dpt dp2 -+ amn
si vectorul termenilor liberi
r
b:[b1 by - bn] cRr", (3)
se cere sa se rezolve sistemul
Ax = b, (4)

unde X este solutia

x=[x X - xn]TeR”. (5)
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Buna formulare matematica

Notes

Problema este bine formulata din punct de vedere matematic
(solutia exista si este unica)

&

matricea A este nesingulara (are determinantul nenul).

Se scrie formal:

nx — A—1 bn

trebuie citita ca:

"X este solufia sistemului algebric liniar AXx = b"

si NU "se calculeaza inversa matricei A care se inmulfeste cu
vectorulb”.
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Conditionarea problemei

Conditionarea

se refera la comportarea problemei matematice la perturbatii
ale datelor.

Problema matematica f formulata explicit:

Fie f:D—-X si deD.
Sasegaseasca xec X astfelincat f(d)=x. (6)
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Reprezentari intuitive - problema bine conditionata

X
d; f X
\ A X
a> f 2
X

OQ

| @
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Reprezentari intuitive - problema prost conditionata

D X
d f Xi
P
X2
D X

OQ
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Conditionarea - intuitiv (n = 2)

Nu orice problema de rezolvare a unui sistem de ecuatii

algebrice liniare care este bine formulata matematic este si
bine conditionata.

X2 X2 X2 X2
D. D. D1=D2 D:
7401 % / '
x1 x1 x1 x1
\ \ \ \
a) b) c) d)

a) Problem& matematica bine formulata si bine conditionata. b) Problema matematica prost formulata (nu exista

solutie). c) Problema matematica prost formulata (are o infinitate de solutii). d) Problema matematica bine formulata

si slab conditionata.
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Numarul de conditionare

Fie
Ax =Db, (7)

unde x este solutia exacta si presupunem o perturbatie a

solutiei X + ey, corespunzatoare unei perturbatii a datelor

b + ep:
A(x+ex) =b +ep, (8)
=
/\13)( = G;t). (53)
Notam erorile relativa a solutiei si a datelor:
lex| e
Ex = , Ep= ——0r. (10)
Il b
=
ex = A ey = [lex| = [|A "ep|| < [A|[lepll. - (11)
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Metoda Gauss Sl e
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Numarul de conditionare
b|| = [[AX|| < ||A > bl 12
bl = A < [[Afllx] =[] = Al (12)
Un majorant pentru eroarea asupra solutiei
lex]| _ 1A~ [[les] 1
= < = .
Al
—1
r(A) = [|Al[|A=] (14)
numar de conditionare la inversare al matricei A.
ex < k(A)ep, (15)
Gabriela Ciuprina Sisteme de ecuatii algebrice liniare - metode directe
Formularea problemei
M Metodg 9?“33 Ez:glformulare matematica
etoda factorizarii LU Notes

. Conditionarea problemei
Matrice rare ! P

Numarul de conditionare - alta demonstratie

Pornind de la definitia generala:

. 16£11/ ()
k=lim sup ————", 16
25 i o] /ld] (10)
sau, scris mai simplu in ipoteza unor variatii infinitezimale
[ofll/11f(d)]|
K =SUp ————_ (17)
a1 d]/] d]
Daca f este derivabila, atunci
[J(d)|l
K= —FT2"71 . (18)
1f(d)l/11d]]
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Numarul de conditionare - alta demonstratie

Presupunem doar datele b perturbate, iar solutia problemei
este scrisa formal ca x = f(b) = A~'b, avand matricea
Jacobian J(b) = A",

) AT ATkl
I¥L)I/Ibl - [A-Tb]/[b] [A~b|
_ IAT'[AA ] _
IA=TD|
IATIIAIIA="D] 5
= = = [ATTIllIAll = x(A),  (19)
IA="b|
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Marginea inferioara pentru eroarea asupra solutiei

Notes

Notes

e
ool = [Aex] < [Alllex] = lexl = 25 (20)
IxI| = |A~"b]| < A~ ]bl] (21)
- Jexl Jes|

€x €p €p
Ex = > = . (22)

=Xl = TATIA-T] — w(A)
tb <ex < k(A)ep. (23)

k(A)
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Numarul de conditionare - proprietati

@ Numarul de conditionare este intotdeauna supraunitar
k(A) > 1:

1= = |AATT| < [A[[[ATT] = x(A).  (24)

Cazul cel mai favorabil: ng = 1 si ex = €. (matrice
ortogonala)

@ Numarul de conditionare este o proprietate a matricei si nu

are legatura nici cu metoda de rezolvare propriu-zisa, nici
cu erorile de rotunjire care apar in mediul de calcul.

In practic:

Daca x(A) > 1/eps problema se considera slab
conditionata.
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Perturbatii in matricea coeficientilor

(A+ea)(x+ex)=Dh. (25)
Aex = —ea(Xx + ex), (26)
lexl| = || - A 'ea(x +ex)| < [|A"|[eallllx + ex].  (27)
lex|| —1 —1 eall
~r———— < ||A eall=|A Al|-——— = &(A
e S A= llleall = [IA=[[IIA] Al K(A)ea

Deoarece ||x + ex|| < ||x]| + ||ex]|, rezulta ca
1] =[x + ex|| — [lex]l.

Gabriela Ciuprina Sisteme de ecuatii algebrice liniare - metode directe



Formularea problemei
Metoda Gauss
Metoda factorizarii LU
Matrice rare
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Perturbatii in matricea coeficientilor

Daca presupunem ca

X +ex|| — [lex]| > 0, (29)
=
oo lexll o lexl] __ llexll/lx + ex]|
X - - - =
Il T el — Texl T~ lexl /X + exl
H(A)z?A
1 —k(A)ea’ (30)

relatie valabila in ipoteza x(A)ea < 1.
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Clasificarea metodelor

Notes

Notes

@ Metode directe - gdsesc solutia teoreticd a problemei
intr-un numar finit de pasi. (Gauss, factorizare LU)
© Metode iterative - genereaza un sir de aproximatii ale
solutiei care se doreste a fi convergent catre solutia
exacta.
o stationare: Jacobi, Gauss-Seidel, SOR, SSOR
@ nestationare (semiiterative): gradienii conjugati (GC),
reziduu minim (MINRES), reziduu minim generalizat
(GMRES), gradienti biconjugati (BiGC), etc.
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Ideea metodei Gauss

Ax=Db & Ux=Db'
~~
eliminare

Gabriela Ciuprina
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Un exemplu simplu

Idee

Algoritm

Pivotare

Concluzii

Cazul sistemelor multiple

= x=U""p.
~
subst.regresiva

(31)

Sisteme de ecuatii algebrice liniare - metode directe

Idee

Algoritm

Pivotare

Concluzii

Cazul sistemelor multiple

Notes

Xy + 2% — X3 = -1,
—2X1 + 3X2 + X3 = 0, (32)
4X1 — Xo — 3X3 = -2
X1 + 2Xo — X3 = —1,
X — X3 = =2, (33)
—-9% + X3 = 2.
Xy + 2% — X3 = —1,
TXo — X3 = =2, (34)
~ 2/Txg = —4/T.
X3 = (~4/7)/(~2/7) = 2.
X0 =(-2+x3)/7=0, (35)

Xy =-—1-2X+ x5 =1.

Gabriela Ciuprina
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Algoritmul metodei Gauss - etapa de eliminare

* K[ X % ¥

£k kK % * ok ok ok ok * ok ok ok ok * ok k%
* * * * * 0 * * * * 0 * * * * 0 * * *
* * * * * — 0 * * * * — 0 0 * * * — — 0 0 * *
* * * * * 0 * * * * 0 0 * * * 0 0 0 *
* * * * * 0 * * * * 0 0 * * * 0 0 0 0
Ag Aq Az Ex A

Eliminare in metoda Gauss: pentru un sistem de dimensiune n exista n — 1 sub-etape de eliminare. La final

matricea este superior triunghiulara. Matricea initiala este notata A, iar matricea superior triunghiulara obtinuta este

notata A,,_ 1. in realitate, transformarile sunt memorate "in loc", in acelasi tablou bidimensional.
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) Concluzii
Matrice rare . .
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Algoritmul metodei Gauss - etapa de eliminare

Modificarea ecuatiei a doua in prima sub-etapa de eliminare
poate fi descrisa astfel:

; anularea elementului a4

p = —asi/ai ; element de multiplicare

pentruj=1,n ; parcurge coloanele
Gpj = dgj + Pay;j

bo = bo + pby

2 — i inserata intr-un ciclu cu contor
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Algoritmul metodei Gauss - etapa de eliminare

Prima sub-etapa de eliminare:

; prima sub-etapa de eliminare

; parcurge liniile

; element de multiplicare
; parcurge coloanele

pentrui=2,n
p = —aj1/a
pentruj=2,n
ajj = ajj + pay;
[}
bi = b; + pb;

OBS: In ciclul in j contorul incepe cu valoarea 2.

Idee

Algoritm

Pivotare

Concluzii

Cazul sistemelor multiple

Notes

1 — k,2 — k + 1 inserate intr-un ciclu cu contor.

Gabriela Ciuprina
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Algoritmul metodei Gauss - etapa de eliminare

Sisteme de ecuatii algebrice liniare - metode directe

Idee

Algoritm

Pivotare

Concluzii

Cazul sistemelor multiple

Notes

Secventa de cod corespunzatoare etapei de eliminare

; etapa de eliminare din metoda Gauss

pentruk=1,n-1
pentrui=k+1,n
P = —ai/ axk

pentruj=k+1,n
ajj = 8jj + pay;

bi = bj + pby

Gabriela Ciuprina

; parcurge liniile

; element de multiplicare

; parcurge coloanele

Sisteme de ecuatii algebrice liniare - metode directe
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Algoritmul metodei Gauss - substitutie regresiva

Idee

Xj =

Gabriela Ciuprina

Formularea problemei
Metoda Gauss

Algoritm
Pivot
. cg.:)cij;i Notes
Matrice rare . .
Cazul sistemelor multiple
anXi+ aiXe +---+  apXn = by,
AopXo + -+  dopXp = b27 (36)
anan — bn.
Xn = l)n/ann7 (37)
aiiXj + ajj41Xi+1 + -+ + AinXn = b, (38)
n
bi — > i1 @jX; (39)
ajj
Sisteme de ecuatii algebrice liniare - metode directe
Idee
Algoritm
Pivotare
Cg/nc\uzwi Notes

Metoda factorizarii LU
Matrice rare

Algoritmul metodei Gauss - substitutie regresiva

Cazul sistemelor multiple

Xn = bn/ann, (40)
X — bi - er',:i—H ajjXj (41)
o aji ‘

; etapa de retrosubstitutie

Xn = bp/ann
pentrui=n-—1,1,-1
s=0
pentruj=i+1,n
S =S+ ajX;
[}

x; = (b; — s)/aji

Gabriela Ciuprina
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Algoritmul metodei Gauss

procedurd Gauss(n, a, b, x)

; rezolva sistemul algebric liniar ax = b prin metoda Gauss

intregn ; dimensiunea sistemului

tablou real a[n][n] ; matricea coeficientilor - indici de la 1
tablou real b[n] ; vectorul termenilor liberi

tablou real x[n] ; vectorul solutie

intregi,j, k

realp,s

; etapa de eliminare
pentruk=1,n—1 ;

; aici se poate introduce pivotarea
pentrui=k+1,n ; parcurge liniile
P = —aj/akk ; element de multiplicare

pentruj = k + 1,n ;parcurge coloanele
ajj = ajj + pa;

.
b; = bj + pby

Gabriela Ciuprina Sisteme de ecuatii algebrice liniare - metode directe
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Formularea problemei et
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Pivotare
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) Concluzii
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Algoritmul metodei Gauss

; etapa de retrosubstitutie

Xn = bn/am
pentrui=n—1,1, -1
s=0
pentruj=i+1,n
S:S+a,'j)(j
.
xj = (bj — s)/aji
.
retur

Algoritmul poate fi imbunatatit prin folosirea la fiecare etapa de

eliminare a unei strategii de pivotare.
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Metoda Gauss é:gg{:g
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Concluzii

Matrice rare . .
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Evaluarea algoritmului

Din punct de vedere al timpului de calcul:

n—1 n—1
Te = Y [2(n—k) +3](n—k)=>_2(n—k)? =
k=1 k=1
_ (n=1n@2n-1) 2n°
=2 6 ~3 (42)

n(n—1) 5

n—1 n—1
To=) R(n—i+2/=> [2(n—i)] = 2=~ (43)

Toauss = 0(2n°/3 4 n?) = 0(2n°/3) - costisitor
Din punct de vedere al necesarului de memorie:
M=nm?+2n+2= M=0(n?)
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. Idee
Formularea problemei

Metoda Gauss ngtr;rz
Metoda factorizarii LU :
Concluzii

Matrice rare . .
Cazul sistemelor multiple

Evaluarea algoritmului

Notes

Din punct de vedere al erorilor: erorile inerente, erori de
rotunjire.

@ Cu cét sistemul este de dimensiune mai mare, cu atat
erorile acumulate datorita rotunijirii cresc.

@ O diminuare a erorilor de rotunjire se poate obtine daca se
includ Tn algoritm strategii de pivotare.

Din punct de vedere al stabilitatii: algoritmul Gauss poate sa
nu fie stabil chiar daca problema matematica este bine
formulata si bine conditionata (numarul de conditionare al
matricei A este mic). Acest lucru se intdmpla atunci cand
numarul de conditionare al matricei U este mare. Remediul il
constituie in acest caz pivotarea.

Gabriela Ciuprina Sisteme de ecuatii algebrice liniare - metode directe
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Metoda Gauss Pivotare
Metoda factorizarii LU Notes

. Concluzii
Matrice rare . .
Cazul sistemelor multiple

Strategii de pivotare

Elementele diagonale ay, obtinute in urma etapei de eliminare.

Determinantul sistemului = produsul pivotilor.
=

Problema este bine formulata matematic < toti pivotii sunt

nenuli.
Elementele de multiplicare: p = —ajx/akk- akk = pivot,

Pivotare

Operatie de permutare care urmareste obtinerea valorilor

nenule pentru pivoti.
Trebuie facuta inainte de calculul multiplicatorului.
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. Concluzii
Matrice rare . .
Cazul sistemelor multiple

Strategii de pivotare

Strategii de pivotare:
@ Pivotarea pe linii (partiald)

@ Pivotarea pe coloane

@ Pivotarea totala (completa sau maximala)
@ Pivotarea diagonala

* % ¥ % XX
* ¥ * % XX
* % % * XX
* % ¥ % XX
* % ¥ % XX
* % % % XX

|
CcoocooX OO0O0OOOX
CooOXX OO0O0OXX

|
CcoocooX OO0O0OOOX
CoOO0OXX OO0O0OXX

¥ % ¥ % XX
%ok % % XX
%ok % % XX
% ¥ % XX
£ % % % XX
N ™
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Algoritmul pivotarii pe linii

p=0

pentru

Formularea problemei G5
p Algoritm

Metoda Gauss TRGED
Metoda factorizarii LU Notes

) Concluzii
Matrice rare . .
Cazul sistemelor multiple

i=k,n ; parcurge coloana k
dacé |aj| > patunci

=i ; memoreaza pozitia potentialului pivot

p = laik|
L]

dacd p =0 atunci

altfel

Pivotarea partiala (pe linii)

scrie "problema este prost formulatd matematic”

pentruj =k,n ; permuta linia / cu linia k
P = ay
ak,- = a,,-
a,,- =p
L]
p = by ; permuta termenii liberi
bk = b/
b =p
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) Concluzii
Matrice rare . .
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Observatii:

o

o

Intr-o implementare eficienta nu se face efectiv rocada
liniilor, ci este memorata permutarea necesara intr-un

vector.

O varianta a acestei pivotari se numeste pivotare scalata.

Se selecteza ca linie pivot, linia pentru care posibilul
element pivot este cel mai mare in raport cu valorile

elementelor corespunzatoare acestei linii. O astfel de
strategie este utila atunci cand elementele dintr-o linie sunt

foarte diferite ca ordine de marime, fiind mai eficienta
decat pivotarea partiala clasica. Pentru detalii, consultati

[Cheney].

Gabriela Ciuprina Sisteme de ecuatii algebrice liniare - metode directe
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Avantajele pivotarii

Pivotarea

Idee

Algoritm

Pivotare

Concluzii

Cazul sistemelor multiple

@ necesara daca pe parcursul algoritmului se intalneste un

pivot nul.

@ efect benefic asupra stabilitatii si acuratetii.

Gabriela Ciuprina
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Avantajele pivotarii
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Idee

Algoritm

Pivotare

Concluzii

Cazul sistemelor multiple

Notes

Exemplu
10 0x+y = 1,
{ X +§ =0 (44)
solutia corecta (x,y) ~ (—1,1).
Gauss si presupunem ci eps = 10~ 16:
10-20x + 1,
{ (- 109y — 10, “3)
1070x+y = 1,
{ 1020y = 1 020. (46)

Rezultatul final: (x,y) = (0, 1) extrem de eronat.
Explicatie: x(A) ~ 2.6, dar x(U) = 104° |

Gabriela Ciuprina
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Formularea problemei
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Metoda Gauss - Concluzii

Notes

@ Este o0 metoda directa - gaseste solutia teoretica a
problemei intr-un numar finit de pasi.

@ Calculele sunt afectate de erori de rotunjire = nu se obtine
solutia exacta, ci o aproximare a ei.

@ Se transforma sistemului de ecuatii intr-unul echivalent din
punct de vedere al solutiei (A sup.), mult mai usor de
rezolvat (subs. regr.).

@ Pivotarea: esentiala pentru a asigura pivoti nenuli; utila
pentru a creste stabilitatea algoritmului si acuratetea
solutiei.
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Idee

Algoritm

Pivotare

Concluzii

Cazul sistemelor multiple

Formularea problemei
Metoda Gauss
Metoda factorizarii LU
Matrice rare

Metoda Gauss - Concluzii

@ Pivotarea partiala are un efort de implementare
nesemnificativ.
@ Pivotarea totala este rareori aplicata deoarece duce la o

crestere semnificativa a timpului de calcul, nerealizand
decat o imbunatatire nesemnificativa a acuratetii solutiei.

@ Dezavantajul metodei Gauss: in anumite situatii, efortul de
generare a problemei echivalente (eliminarea) este mare
sau, necesarul de memorie poate deveni extrem de mare.

Gabriela Ciuprina Sisteme de ecuatii algebrice liniare - metode directe

Notes




Formularea problemei
Metoda Gauss
Metoda factorizarii LU
Matrice rare

Formularea problemei

Idee

Algoritm

Pivotare

Concluzii

Cazul sistemelor multiple

Fie m sisteme de ecuatii algebrice liniare

Ax() =p("  Ax® =p®

Ax(M =p(M  (47)

Sedau: Ae rR™", bW e R k=1m

Se cer: x(K) e rM*1,

Notam
B =[b" b® b(M] e r™T (48)
X =xM x® x(M] e r™m (49)
Se cere sa se rezolve sistemul
AX = B. (50)

Gabriela Ciuprina

Formularea problemei
Metoda Gauss
Metoda factorizarii LU
Matrice rare

Varianta |

Sisteme de ecuatii algebrice liniare - metode directe

Idee

Algoritm

Pivotare

Concluzii

Cazul sistemelor multiple

Notes

Notes

Varianta | - aplicarea succesiva a algoritmului Gauss

Efort de calcul: m(2n®/3 + n?) ~

2mnd/3.

Etapa de eliminare este repetata inutil, de m ori.

Cea mai proasta idee.
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Sisteme de ecuatii algebrice liniare - metode directe




) Idee
Formularea problemei

Metoda Gauss é:gg{::;
Metoda factorizarii LU Ay Notes

Matrice rare . "
Cazul sistemelor multiple

Varianta Il

Varianta Il - rezolvarea simultana prin adaptarea
algoritmului Gauss

procedurd Gauss_multiplu(n, m, a, B, X)
; rezolva simultan sistemele algebrice liniare aX = B prin metoda Gauss

intregn ; dimensiunea sistemului
intregm ; numarul de sisteme
tablou real a[n][n] ; matricea coeficientilor - indici de la 1
tablou real B[n][m] ; matricea termenilor liberi
tablou real X[n][m] ; matricea solutie
intregi,j, k
realp,s
; etapa de eliminare
pentruk =1,n—1 ; parcurge sub-etape ale eliminarii
; aici se poate introduce pivotarea
pentrui=k+1,n ; parcurge liniile
P = —aj/akk ; element de multiplicare
pentruj=k+1,n ; parcurge coloanele

ajj = ajj + pa;
.

pentruj=1,m ; parcurge coloanele termenilor liberi
bjj = bjj + pby;
L]
L]
L]
Gabriela Ciuprina Sisteme de ecuatii algebrice liniare - metode directe

) Idee
Formularea problemei .
Algoritm
Metoda Gauss
Metoda factorizarii LU~ /O1are
Concluzii Notes

Matrice rare : .
Cazul sistemelor multiple

Varianta [l

; etapa de retrosubstitutie

pentruk =1, m
Xnk = bk /ann
pentrui=n—1,1,—1

s=0
pentruj=i+1,n
§ = s+ ajjXjk

L]
Xik = (bik — s)/aj;

retur
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Formularea problemei
Metoda Gauss
Metoda factorizarii LU
Matrice rare

Varianta Il

Efort de calcul

Te = Z[Z(n— )+2m+1](n—k

6

n—1

Idee

Algoritm

Pivotare

Concluzii

Cazul sistemelor multiple

Z[Z(n — k)2 +2m(n— k)] =

2_(n71)n(2n71) Jr2mn(nf1) 2n®

5 NTern (51)

Te=m> [2(n—i)+2] ~ mZ[Z(nfl]72m M=) . (52)

i=1

2

T = 0(2n*/3 4+ 2mn?), mai mic decat in cazul variantei .
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Formularea problemei
Metoda Gauss
Metoda factorizarii LU
Matrice rare

Varianta lll

Sisteme de ecuatii algebrice liniare - metode directe

Idee

Algoritm

Pivotare

Concluzii

Cazul sistemelor multiple

Notes

Varianta lll - rezolvarea succesiva a sistemelor folosind

calculul inversei

@ Se calculeza A1

@ Se calculeaza x*) = A-'b(*) imediat ce este cunoscut

termenul liber.
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) Idee
Formularea problemei

Metoda Gauss é:gg{::;
Metoda factorizarii LU .
Concluzii

Matrice rare ; "
Cazul sistemelor multiple

Varianta Ill

functie invA(n, a)

; calculeaza inversa matricei a

intregn ; dimensiunea matricei
tablou real a[n][n] ; matricea, indici de la 1
; alte declaratii

pentrui=1,n

pentruj=1,n

Bj=0

L]

Bj =1
L]
Gauss_multiplu(n, n, a, B, X)
intoarce X ; X este inversa matricei

Complexitatea calcului inversei: 2n®/3 +2mn? = 8n°/3
COSTISITOR!
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. Idee
Formularea problemei

Metoda Gauss Q:ss{:rrz
Metoda factorizarii LU :
Concluzii

Matrice rare : .
Cazul sistemelor multiple

Varianta lll

Notes

functie produs_Mv (n, M, v)
; calculeaza produsul dintre o matrice patrata M si un vector coloana v

intregn ; dimensiunea problemei
tablou real M[n][n] ; matricea, indici de la 1
tablou real v[n] ; vectorul

tablou real p[n] ; rezultatul p = Mv

; alte declaratii
pentrui=1,n
pi=0
pentruj=1,n
pi = pi + Myv;
.
.
intoarcep

Complexitatea inmultirii dintre o matrice si un vector: 2n?
Efortul total de calcul : O(8n®/3 + 2mn?).

Exista o varianta mai eficienta bazata pe factorizarea matricei
coeficientilor.
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Notes




Ideea metodei

Formularea problemei
Metoda Gauss
Metoda factorizarii LU
Matrice rare

Metoda factorizarii LU
Varianta Doolittle
Varianta Cholesky

* X ¥ X X ¥
* X ¥ X X ¥
* K K K X ¥
* X ¥ X X ¥

Ideea metodei

* K K K X ¥

Ax = b, (53)

A=LU, factorizare (54)

* X ¥ X X ¥
* ¥ % ¥ ¥ O
* ¥ ¥ ¥ OO
* ¥ ¥ O OO
¥ ¥ OO OO
*¥ OO0 00O
[=NeNe NN
OO OO * %
O OO % * *

* K K K X ¥

LUx =b. (55)

Gabriela Ciuprina Sisteme de ecuatii algebrice liniare - metode directe

Formularea problemei
Metoda Gauss
Metoda factorizarii LU
Matrice rare

Metoda factorizarii LU
Varianta Doolittle
Varianta Cholesky

* X ¥ X X ¥

Notes

Notes

Ly = b,
Ux=vy.

Ax = b, (56)

A=LU, factorizare (57)
LUx = b. (58)

y = Ux, (59)

substitutie
substitutie

progresiva
progresiva
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IR R Rl Metoda factorizarii LU

Metoda Gauss ) .
Metoda factorizariiLU ~2rianta Doolittle
) Varianta Cholesky Notes
Matrice rare

Un exemplu simplu - pornind de la Gauss

Xy + 2% — X3 = -1,
—2x1 + 33X + X3 = 0, (61)
4x; — Xo — 3X3 = —2.
Xy + 2X0 — X3 = -1,
x> — X3 = -2, (62)
—9X2 + X3 = 2.
Xy + 2X2 — X3 = —1,
TXo — X3 = -2, (63)
— 2/7x3 = —4/7.
X3 = (—4/7)/(-2/7) =2,
Xo = (—2—|—X3)/7:07 (64)
X1=—-1-2Xx+ x3 =1.
Gabriela Ciuprina Sisteme de ecuatii algebrice liniare - metode directe

IR EVCE (Il Al Metoda factorizarii LU

¥lsiioata CRlvs Varianta Doolittle
Metoda factorizarii LU S Notes
Matrice rare

Un exemplu simplu - pornind de la Gauss

Factorizare

1 0
L=| —2/1 1
4/1 -9/7

Verificare: LU = A

1 2 -1
A{z 3 1]. (67)
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Formularea problemei
Metoda Gauss
Metoda factorizarii LU
Matrice rare

Metoda factorizarii LU
Varianta Doolittle
Varianta Cholesky

Un exemplu simplu - pornind de la Gauss

Substitutie progresiva

Ly=>b
1 00 Y1 —1
-2 10 Yo | = 0|, (68)
4 —9/7 A1 7 —2

2 = -1
-2y1 + )2 = 0 (69)
dyy — 9/Tys + y3 = -2
yi=-1
Yo=2y1=-2 (70)

Ya=—-2—4y1 +9/7y, = —4/7.

Gabriela Ciuprina Sisteme de ecuatii algebrice liniare - metode directe

Formularea problemei
Metoda Gauss
Metoda factorizarii LU
Matrice rare

Metoda factorizarii LU
Varianta Doolittle
Varianta Cholesky

Un exemplu simplu - pornind de la Gauss

Notes

Notes

Substitutie regresiva

Ux=y
1 2 —1 X1 —1
07 —1 - | =| -2 , (71)
0 0 —2/7 X3 —4/7

Xy +2X0 —x3 = —1
7X2 — X3 = -2 (72)
—2/7x3 = —4/7.
X3 = (—4/7)/(-2/7) =2,
Xo = (—2 + X3)/7 =0, (73)
Xy =—1-2X+x3=1.
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Formularea problemei
Metoda Gauss
Metoda factorizarii LU
Matrice rare

Variante de factorizare

Metoda factorizarii LU
Varianta Doolittle
Varianta Cholesky

Factorizare nu este unica. Variante standard:
@ Doolittle: f; = 1 - se aplica la orice matrice nesingulara
@ Crout: u; = 1 - se aplica la orice matrice nesingulara
@ Cholesky: L = UT - se aplica doar matricelor simetrice i

pozitiv definite

3 2] [h O Uy Ug2
{61__{/21 /22]{0 Ugo | (74)
hiupr =3
houj2 =2
75
biui1 =6 (79)
([ b1Uy2 + bolop =1

Sistemul devine determinat doar daca fixam oricare doua valori.

Gabriela Ciuprina

Formularea problemei
Metoda Gauss
Metoda factorizarii LU
Matrice rare

Variante de factorizare

Sisteme de ecuatii algebrice liniare - metode directe

Metoda factorizarii LU
Varianta Doolittle
Varianta Cholesky

Notes

Notes

Exemplu:

23]-[ 800

I=[e 510 %)

[2 ?]:{233 ﬁ/ng %73] (77)
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Formularea problemei
Metoda Gauss
Metoda factorizarii LU
Matrice rare

Metoda factorizarii LU
Varianta Doolittle
Varianta Cholesky

Algoritmul variantei Doolittle

Ao = A, (78)
A; =EAo,
A2 = E2A¢ = E2E4A,, (79)
A1 =E 1A 2=E_4E, > - E3E{Ao.
U — An—1 . (80)
E=E, 1E;, 2 - EzEq, (81)
U=EA (82)
Dar E este nesingulara si:
L=E" (83)
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Formularea problemei
Metoda Gauss
Metoda factorizarii LU
Matrice rare

Metoda factorizarii LU
Varianta Doolittle
Varianta Cholesky

Algoritmul variantei Doolittle

Notes

Notes

anr a2 as
/ /

0 a/22 a/23

0 a3 ag

ay a2 a3
=E{| @1 a» as |. (84)
a31 dz2 ass

1 0 0
Ei=| —ax/an 1 0. (8%)
—agi/ain 0

1
1 0 o0 1 0 0
E1_1 = 821/311 1 0 |, E2_1 = 0 1 0 |. (86)
a31/a11 (O 0 1
E'=E'E,"---E ,E

1

1 0 0

E'= |: 321/811 1 0 ] =1L. (88)
ast/ann  ap/ay, 1
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Formularea problemei
Metoda Gauss
Metoda factorizarii LU
Matrice rare

Metoda factorizarii LU
Varianta Doolittle
Varianta Cholesky

Algoritmul variantei Doolittle

; etapa de eliminare din metoda Gauss cu memorarea opuselor elementelor

; de multiplicare n triunghiul inferior al matricei
pentruk =1,n—1

; parcurge sub-etape ale eliminarii

pentrui=k+1,n ; parcurge liniile
p = —aj/ak ; element de multiplicare
pentruj = k +1,n ;parcurge coloanele

aj = aj + pay
L]

ik = —P
L]

proceduri factorizare_LU(n, a)
; factorizeaza "in loc" matricea a
; varianta Doolittle

; declaratii

pentruk=1,n—1
pentrui=k+1,n
ajk = ajk / akk
pentruj=k+1,n
a,-j = a,-j — a,-kakj
.

retur

Gabriela Ciuprina

Formularea problemei
Metoda Gauss
Metoda factorizarii LU
Matrice rare

; parcurge sub-etape ale elimindrii

; parcurge liniile

; element de multiplicare

; parcurge coloanele

; Factorizare "pe loc" : "A =L+ U — I

Sisteme de ecuatii algebrice liniare - metode directe

Metoda factorizarii LU
Varianta Doolittle
Varianta Cholesky

Calculul solutiei dupa factorizare

Notes

Notes

LUx = b. (89)

y:

Ux, (90)

Ly = b, (91)

Ux =

y. (92)

"y = L~ 'b" se rezolva prin substitutie progresiva:

hiyr = by,
b1yt + boys = by,

Inty1 + lngyo + - - - lanyn = bn,

Gabriela Ciuprina

y1=b1/h,

N Y2= (b2 — b1y1) /b2,

Yn = (b — 22;1 Ink Yi)/ Inn
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Formularea problemei
Metoda Gauss
Metoda factorizarii LU
Matrice rare

Metoda factorizarii LU
Varianta Doolittle
Varianta Cholesky

Calculul solutiei dupa factorizare

o= bi/h, (94)

i—1
yi = b,—Z/,jyj //,',', i:2,...,n. (95)
j=1

"x = U~'y" se rezolva prin substitutie regresiva:

Xn = Yn/Unn, (96)
n
Xi = y/—ZU,’ij /U,‘,', i:n—1,...,1. (97)

j=it+1
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Formularea problemei
Metoda Gauss
Metoda factorizarii LU
Matrice rare

Metoda factorizarii LU
Varianta Doolittle
Varianta Cholesky

Calculul solutiei dupa factorizare

Notes

Notes

proceduri rezolva_LU(n, a, b, x)

; rezolva sistemul de ecuatii ax = b prin factorizare LU
; matricea este presupusa a fi deja factorizata in loc

; varianta Doolittle

; declaratji

; substitutie progresiva
1 =by ; formula (94), unde /11 = 1
pentrui=2,n
s=0
pentruj=1,i—1
s = s+ ajyj; formula (95), unde L este memorat in a
L]
yi = bj — s ; deoarce [ =1
L]
; substitutie regresiva

Xn = Yn/ann ; formula (96), unde U este memorat in a
pentrui=n—1,1, -1

s=0

pentruj=i+1,n

s = s+ gjX

L]

Xi = (yi — s)/aji
L]
retur
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Formularea problemei
Metoda Gauss
Metoda factorizarii LU
Matrice rare

Metoda factorizarii LU
Varianta Doolittle
Varianta Cholesky

Evaluarea algoritmului

Notes

Complexitate:
@ Factorizarea propriu-zisd a: T; = O(2n®/3)
@ Rezolvirile: T; = O(2n).
@ Necesarul de memorie: M = O(n?)
Erori:
@ Nu exista erori de trunchiere;
@ Erorile de rotunijire pot fi micsorate daca se aplica strategii

de pivotare.
Gabriela Ciuprina Sisteme de ecuatii algebrice liniare - metode directe
IR (I et Metoda factorizarii LU
Metoda Gauss . "

P Varianta Doolittle
Metoda factorizarii LU .

) Varianta Cholesky

Matrice rare

Matrice de permutare:

@ matrice care are exact un element egal cu 1 pe fiecare linie si pe fiecare
coloana, si 0 in rest;

@ inversa unei matrice de permutare este o matrice de permutare;

@ produsul a doua matrice de permutare este de asemenea o matrice de
permutare;

Pivotarea pe linie

poate fi descrisa prin inmultirea la stanga cu o matrice de
permutare notata P.

| \

Pivotarea pe coloane

poate fi descrisa prin inmuliirea la dreapta cu o matrice de
permutare ce va fi notata cu Q.

N

Gabriela Ciuprina Sisteme de ecuatii algebrice liniare - metode directe
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Formularea problemei

N Cenes Metoda factorizarii LU

Ay Varianta Doolittle
Metodafacton_zarn LU Vi Ol Notes
Matrice rare
Pivotare
A, = PjA. (98)

Presupunand ca la fiecare etapa de eliminare se efectueaza o

permutare partiala, relatiile (79) se scriu

A, = E1Ap = E{P4A,

A2 = ExP2A¢ = EoP2E{P4A, (99)

Ar_ 1 =E; 1Pp_q---EoP2E{P4A.

Gabriela Ciuprina Sisteme de ecuatii algebrice liniare - metode directe

Formularea problemei
Metoda Gauss
Metoda factorizarii LU
Matrice rare

Metoda factorizarii LU
Varianta Doolittle
Varianta Cholesky Notes

Pivotare

U=E, (P, ¢---EP,E{PA. (100)

U = EsP3E,P,E{P/A=

= E3 P3EoP; ' P3PoE(P, P, P3PoP1A =
NN —— e —————

/
& & E,

= EZESE| PsP,P{ A (101)
——

Lt P
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Formularea problemei
Metoda Gauss

Metoda factorizarii LU
Varianta Doolittle

Metodafactori_zérii LU Vi Ol Notes
Matrice rare
Pivotare
Factorizarea cu pivotare pe linii:
PA = LU, (102)

Factorizarea LU cu pivotare totala (rareori aplicata)

PAQ =

Gabriela Ciuprina

Formularea problemei
Metoda Gauss
Metoda factorizarii LU
Matrice rare

Cazul sistemelor multiple

LU, (103)

Sisteme de ecuatii algebrice liniare - metode directe

Metoda factorizarii LU
Varianta Doolittle
Varianta Cholesky Notes

Rezolvate cu factorizare: T = 0(2n°/3 + 2mn?), mai mic decét

cel necesar calculului inversei.

Efort de calcul pentru rezolv.

area sistemelor multiple.

| Nr.sisteme | Metoda | Complexitate T |
1 Gauss 2m3/3 + n?
LU 2%/3 + 217

| m- simultan | Gauss | 2n3/3+2mn® |

m - succesiv | folosind inversa | 8n°/3 +2mn?

LU

2n%/3 + 2mn?
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Formularea problemei
Metoda Gauss
Metoda factorizarii LU
Matrice rare

Metoda factorizarii LU
Varianta Doolittle
Varianta Cholesky

Varianta Cholesky

Notes

Daca A este simetrica, atunci este de dorit ca
u=L". (104)
Aceasta se poate realiza doar daca A este pozitiv definita. Pp.
A=LL". (105)
fie x nenul; atunciy = Lx va fi nenul

n
x"Ax=x"LL'x=y"y =) "y?>o0.

i=1
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Formularea problemei
Metoda Gauss
Metoda factorizarii LU
Matrice rare

Metoda factorizarii LU
Varianta Doolittle
Varianta Cholesky

Varianta Cholesky

Notes

Teorema:

Daca A este o matrice simetrica si pozitiv definita,

atunci factorizarea ei Cholesky exista in mod unic, adica exista
in mod unic o matrice triunghiular inferioara L cu elementele
diagonale pozitive, astfel incat

A=LLT
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Formularea problemei
Metoda Gauss
Metoda factorizarii LU
Matrice rare

Metoda factorizarii LU
Varianta Doolittle
Varianta Cholesky Notes

Modul de generare al matricei L

T T
Ll Ee ] coe
A=+a (107)
l=a/\ (108)
LLT=A-N". (109)
Complementul Schur al lui a:
S=A-lI"T=A—-aa'/a. (110)

Se poate demonstra ca S este simetrica si pozitiv definita si, in
consecinta LLT este factorizarea ei Cholesky.

Gabriela Ciuprina Sisteme de ecuatii algebrice liniare - metode directe

e e Metoda factorizarii LU

¥lsiioata CRlvs Varianta Doolittle
Metoda factorizarii LU Ve G Notes
Matrice rare

Modul de generare al matricei L

|T

B AOT[A IT] X071 07[A B -
A_AO_[I cHo cT} [I |Ho s} o 1 |~ bAL
(111)
Similar,
A, = LyAsL],
: (112)
An—1 = LnAan;-a
unde A, = 1.
A=LLy---L,LL] LT (113)
N — \ ,

L LT
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Formularea problemei
Metoda Gauss
Metoda factorizarii LU

Metoda factorizarii LU
Varianta Doolittle

i Notes
Matrice rare Varianta Cholesky
Algoritm
lkk = k:1,. ,n (114)
k—1
Ik = (a,-k— E lij/kj)/lkka I:k—|—1,...,n (115)
J=1
Gabriela Ciuprina Sisteme de ecuatii algebrice liniare - metode directe
e e Metoda factorizarii LU
Metoda Gauss .
Metoda factorizari LU~ 2r1ana Doolittle N
) Varianta Cholesky otes
Matrice rare

Algoritm

proceduri factorizare_LU_Cholesky(n, a, /)

; factorizeaza matricea a, presupusa simetrica si pozitiv definita

; intoarce matricea triunghiular inferioara /
; varianta Cholesky
; declaratji

pentruk =1,n
pentrui=Kk,n

s = aj
pentruj=1,k—1

§=85— /,'I‘/kl‘
.
dacai=k

i = /s
altfel

Ik = 8/l
.

retur

Gabriela Ciuprina

; parcurge sub-etape ale eliminarii
; calculeaza coloana, sub diagonala
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Metoda Gauss
Metoda factorizarii LU
Matrice rare

Metoda factorizarii LU
Varianta Doolittle
Varianta Cholesky Notes

Algoritm

Efortul de calcul

Te = > [Rk(n—K)]=-2>[(n—k—n)(n-k)]=
k=1 k=1

n

- 2 Z(n—k)2—n§n:(n—k) —
k=1

_ [En11)n(2n1) nn(n—1)] o <2g3 23) _ B

6 2 3"

Algoritmul Cholesky este intotdeauna stabil si nu are nevoie de

pivotare. Aceasta se datoreaza proprietatilor speciale ale
matricei A, care fiind pozitiv definita este si diagonal dominanta.
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Ce sunt matricele rare

Matrice rara = matrice care contine un numar foarte mare de
elemente nenule.

O matrice care nu este rara se numeste matrice densa sau

plina.
Densitatea unei matrice = raportul dintre numarul de elemente

nenule si numarul total de elemente al matricei.
Daca, pentru 0 anumita matrice care are si elemente nule, se

poate elabora un algoritm care exploateaza aceasta structura

si care, este mai eficient decat algoritmul conceput pentru
matricea plina, atunci aceasta este o matrice rara.
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Formate de memorare a matricelor rare

Matrix Market: se memoreza doar valorile nenule si

"coordonatele" lor in matrice. http://math.nist.gov/MatrixMarket

Exemplu: tablou bidimensional de dimensiune m x n:

Mfaf,COOrd = 8 * nnz + 4 * 2nnz = 16nnz B

4000 val = [4 51 2 3 7]
M=|00 5 1 = ridk = [1 2 2 3 3 3]
2 30 7 cidx = [1 3 4 1 2 4]
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Formate de memorare a matricelor rare

Formatul Yale sau CRS - Compressed Row Storage:
Mrar,CHS =8n,, +4(m+1)+4n,, =12n,, + 4(m+1) B.

4000 val = [4 51 2 3 7]
0 0 5 1 = rptr = [1 2 4 7]
[1 83 4 1

2307 c idx = 2 3]

Similar, CCS (Compressed Column Storage)- cunoscut si sum
numele Harwell - Boeing.

Miar.ccs = 8nnz +4(n+1) +4np; =120, +4(n+ 1) B.
4 0 0O val =[4 2 3 5 1 7]
M=|0 0 5 1 = cptr = [1 3 45 7]
2 307 ridx = [1 3 3 2 2 3]
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Formate de memorare a matricelor rare

Matricelor banda (de exemplu matrice tridiagonald):
[ g n o 0 .- 0 0 0 ]
p2 @ r 0 --- 0 0 0
0 p3s gz r3 --- 0 0 0
M= ---
0 0 0 0 -+ pp1 Qo1 In-t
0 0 0 0 -+ 0 p G |

Memorare cu ajutorul a trei vectori (CDS - Compressed
Diagonal Storage):

O p2 ps -+ Pn1 Pn
M., = G Q92 g3 -+ Qn-1 Qn
n r r3 --- In 0
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Metode directe pentru matrice rare

Notes

Notes

Gauss pentru matrice tridiagonala, matricea la subetapa k de
eliminare:

* x 0 0 0 0 0 0 O
0 % = 0 0 0 0 0 O
0 0 = * 0 0 0 0 O
0 0 0 gk I 0 0 0 O
0 0 O pPxy1 Qks1 fky1 O 0 O
0 0 0 O prio Grtz fit2 0 0
(000 0O 0 0 0 - py gn|

Un singur element de multiplicare m = —px_1/qk-
Singura modificare suferind-o ecuatia k + 1:
k1 = Qk.1 + M= rg, si temenul liber corespunzator.
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Gauss pentru matrice tridiagonala, matricea dupa eliminare.

Q1 n 0 0 0 0 0
0 Q I 0 0 0 0

co:
oo

0 gk 0
0 0 Gkit Tket

o o

0o 0o 0 0 0 O

+Gn 10
0 0 0 O 0 0

[eNe)

Retrosubstitutie
Xn = bn/qn,
qiXi + rixip1 = b = xi=(bi — rixit1)/qi,

o
o

o o
o o

I'n—1
0 g

i=n—1,

(116)

.
(117)
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Metode directe pentru matrice rare

Notes

Notes

procedurd Gauss_tridiag(n, p, q, r, b, x)
; rezolva sistemul algebric liniar ax = b prin metoda Gauss
; matricea a este tridiagonala, memoratd in p, g, r

intregn ; dimensiunea sistemului
tablou real p[n], q[n], r[n] ; "matricea” coeficientilor - indici de la 1
tablou real b[n] ; vectorul termenilor liberi
tablou real x[n] ; vectorul solutie
intregi, k
; etapa de eliminare din metoda Gauss
pentruk =1,n—1 ; parcurge sub-etape ale eliminarii
m= —pgi1/9k ; element de multiplicare
k+1 = Qk+1 + Mrk ; modifica element in linia k + 1
byi1 = biy1 + mby ; modifica termenul liber al ecuatiei k + 1

L]
; etapa de retrosubstitutie
Xn = bn/an
pentrui=n—1,1,-1

Xij = (bj — rixi+1)/qi
L]
retur

T =0(8n), M = 0O(5n).
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Metode directe pentru matrice rare

@ Pentru matrice rare fara o structura particulara, algoritmii

trebuie adaptati memorarii de tip CRS sau CCS.
@ La eliminare matricea se poate umple, a.i. pivotarea

urmaregte nu numai stabilitatea numerica, ci si

minimizarea umplerilor, adica a elementelor nenule nou
aparute.

@ La matrice rare inversarea este practic imposibila datorita

fenomen de umplere.
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Metode directe pentru matrice rare

@ Factorizarea unei matrice rare poate salva raritatea daca
matricea are o anumita structura.

* 0 0 0 * * * * * *

0 * 0 0 * * * 0 0 0

0 .. 0 0
Ar=19 o « 0 A= | T )

0 0 0 *x =x * 0 0 * 0

* * * * * * 0 0 0 *

Matricea A4 are factorii LU rari, in timp ce matricea A, are factorii LU plini.

Structura matricei joaca deci un rol important in conceperea
algoritmului de rezolvare.
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Label: Direct
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Solver:

Memory allocation factor:
Preordering algorithm:

¥ Row preordering
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Recomandare

Abonati-va (cel putin pe durata acestui semestru) la

urmatoarele

@ NA Digest http://www.netlib.org/na-digest-html/

© Computational Science Stack Exchange
https://scicomp.stackexchange.com/ si urmariti unul sau

mai multe subiecte de interes.
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