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Notes

Cuprins

0 Complexitatea algoritmilor
@ Timp de calcul

@ Necesar de memorie

e Analiza erorilor (recapitulare)

@ Analiza erorilor de rotunjire
@ Analiza erorilor de trunchiere

@ Analiza erorilor inerente

9 Conditionare si stabilitate

@ Conditionare
@ Stabilitate
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Complexitatea algoritmilor
Analiza erorilor (recapitulare)
Conditionare si stabilitate

Timp de calcul
Necesar de memorie

Complexitatea unui algoritm din punct de vedere al timpului de

calcul

relatia dintre timpul de calcul exprimat in numar de operatii
elementare si dimensiunea problemei

Operatie elementara

operatia care dureaza cel mai mult.
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Complexitatea algoritmilor
Analiza erorilor (recapitulare)
Conditionare si stabilitate

Algoritmi polinomiali - de ordinul 1 (liniar)

Timp de calcul
Necesar de memorie

Notes

p=0;
pentrui=1,n

p=p+ ab; T =0(2n) ~ O(n)
[ J
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Notes




Complexitatea algoritmilor
Analiza erorilor (recapitulare)
Conditionare si stabilitate

Algoritmi polinomiali - de ordinul 2 (patratic)

Timp de calcul
Necesar de memorie

Notes

pentrui=1,n

bi=0
pentruj=1,n

bj = bj + ajX; T = 0(2n?) ~ O(n?)
[ J
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Complexitatea algoritmilor
Analiza erorilor (recapitulare)
Conditionare si stabilitate

Algoritmi polinomiali - de ordinul 3 (cubic)

Timp de calcul
Necesar de memorie

Notes

pentrui=1,n
pentruj=1,n
C,'jZO
pentruk =1,n
Cj = Cj + a,-kbkj

T = 0@2nm) ~ O(r?)
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Complexitatea algoritmilor )
) ) . Timp de calcul
Analiza erorilor (recapitulare) ;
. . . Necesar de memorie
Conditionare si stabilitate
Notes

Algoritmi polinomiali - de ordinul k

T=0(n") < (@)C>0singai. T<Cnk((¥)n>ng

Algoritm de ordin 0: T = O(1) - nu depinde de dimensiunea

problemei.

O(1) < O(log n) < O(n) < O(nlogn) < O(rP) < ...0(e") <

o(n!)
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Complexitatea algoritmilor )
) ) ) Timp de calcul
Analiza erorilor (recapitulare) .
- ) " Necesar de memorie
Conditionare si stabilitate
Notes

Ex1: Evaluarea unui polinom - varianta |

P(x) =ap+aix + ...+ apx". (1)
n .
P(x) = ap + Z aix' (2)
i=1
; Varianta 1
P= ao,
pentrui=1,n Nr. de operatii elementare:
t=a Siai+ 1)~ /2
pentruj=1,i
t=txx
. Ty = 0(n?/2) =~ O(n?)
P=P+t;
[}
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Complexitatea algoritmilor
Analiza erorilor (recapitulare)
Conditionare si stabilitate

Ex1: Evaluarea unui polinom - varianta |l

Timp de calcul
Necesar de memorie

Notes

n
P(x):ao+a1t1 +agt2+...+antn:ao+Za,-t,-, (3)

i=1
unde
h=x, ti=t_1x, i=2,...,n

; Varianta 2
P = ap;
t=1;
pentrui=1,n To = 0(3n) =~ O(n)

t=1txx

P=P+axt
[}
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Complexitatea algoritmilor
Analiza erorilor (recapitulare)
Conditionare si stabilitate

Ex1: Evaluarea unui polinom - varianta Il

Timp de calcul
Necesar de memorie

(4)

Notes

P(x) =ag+ x(a1 + x(az + ... x(an—1 + anx)...)).

: Varianta 3

P = ap;

pentrui=n—1,0,—1 T3 =0(2n) = O(n)
P=a+Pxx

[
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Complexitatea algoritmilor
Analiza erorilor (recapitulare)
Conditionare si stabilitate

Timp de calcul
Necesar de memorie

Notes
Ex2: Reducerea timpului de calcul
; Varianta A
intregi,j,n
real ab
tablou real c[n][n]
pentrui=1,n
pentruj=1,n
cj = f(ixa) + f(j = b) ;fdefinita in alta parte
°
[ ]
Operatie elementara: evaluarea functiei f = T4 = 0(2n?).
Gabriela Ciuprina Descrierea si evaluarea algoritmilor
Complexitatea algoritmilor Timp de calcul
Analiza erorilor (recapitulare) Nechar e
Conditionare si stabilitate
Notes

Ex2: Reducerea timpului de calcul

; Varianta B
intregi,j,n

real a,b,p

tablou real c[n][n]

pentrui=1,n
p = f(ix*a)

pentruj=1,n

cj=p+1f(j*b)

Tg = O(n(n + 1)) = O(m + n) = O(r?).
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Complexitatea algoritmilor
Analiza erorilor (recapitulare)
Conditionare si stabilitate

Ex2: Reducerea timpului de calcul

Timp de calcul

Necesar de memorie

Notes

; Varianta C
intregi,j,n
real a,b

tablou real c[n][n]
tablou real p[n], q[n]
pentrui=1,n

pi = f(i+ a)

gi = (i + b) Te

O(2n)

[
pentrui=1,n
pentruj=1,n
Cj=pitqj

Gabriela Ciuprina

Complexitatea algoritmilor
Analiza erorilor (recapitulare)
Conditionare si stabilitate

Notatii asimptotice

Timp de calcul

Necesar de memorie

Descrierea si evaluarea algoritmilor

Notes

T[s] T sl
cg(n)

f(n)
f(n)

cg(n)

T=f1(n)= T=f(n)=
O(g(n))

T=0(g(n)) <= 3C > 0singai T < Cg(n)(V)n>ng
T=Q(g(n)) <= 3 C > 0sing a.i. Cg(n)

)
T=0(g(n) <= 3 Cy §i Ca sim ai. Cyg(n) < T < Cag(n) (v) n > n.

Gabriela Ciuprina

TIs]

¢ g(n)

f(n)

cg(n)
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Complexitatea algoritmilor
Analiza erorilor (recapitulare)
Conditionare si stabilitate

Timp de calcul
Necesar de memorie

Exemplu - cautarea unei valori

Fie x; < xo < ... < xp Si xcrt.

Se cere subintervalul [xk, Xc1] se afla valoarea xcrt.
functie cautd_vO(n, x, xcrt)
; cauta valoarea xcrt in sirul ordonat x cu n valori

intregn

tablou real x[n]; sirul este presupus ordonat

real xcrt

daca (xert < xq)

rez=1
Parcurgerea altfel dacs (xcrt >1 Xn)
. rez=n—
subintervalelor: altfel

T =0(n) Ky

cat timp ((k <=n—1)si (flag = 0))

T=Q(1)

)
)
intoarce rez

Gabriela Ciuprina

Complexitatea algoritmilor
Analiza erorilor (recapitulare)
Conditionare si stabilitate

daca xert < Xgyq

rez = k

flag = 1
altfel

k=k+1

Descrierea si evaluarea algoritmilor

Timp de calcul
Necesar de memorie

Exemplu - cautarea unei valori (cautarea binara)

Notes

Fie X1 < Xxo < ... < Xxp Si xcrt.

Se cere subintervalul [xk, Xk 1] se afla valoarea xcrt.

functie cauta(n, x, xcrt)

CéUtarea (‘:{’acé (xert < xq)
. =, rez =1
binara: altfel daci (xert > Xp)

T= O(Iog(n)) altfel er= ot

k1 =1
k2=n

cat timp k2 — k171

n/2+n/4+n/8+

~.n/2k =n—1
=2k=n ]
= k = IOQZ(n) :ez:k1

intoarce rez

Gabriela Ciuprina

km = [(k1 + k2)/2] ;[ - -] este partea intreaga
daca xert < Xgm

k2 = km
altfel

k1 = km

Descrierea i evaluarea algoritmilor

Notes




Complexitatea algoritmilor
Analiza erorilor (recapitulare)
Conditionare si stabilitate

Timp de calcul
Necesar de memorie

Notes
- . v . P v
Exemplu - cautarea binara, implementare recursiva

functie cautd_v2(n, x, xcrt)
daca (xert < xq)

rez=1
altfel daca (xert > Xp)

rez=n-—1
altfel
rez = binary_search(x, xcrt, 1, n);
L]
intoarce rez
functie binary_search(x, xcrt, k1, k2)
; presupuneri:
; X - ordonate, k1 < k2
; xcrt se afla in interiorul vectorului x
km = [(k1 + k2)/2]
dacd k2 = k1 41

rez = km
altfel daca Xgm > Xcrt

rez = binary_search(x, xcrt, k1, km)
altfel

rez = binary_search(x, xcrt, km, k2)
L]
intoarce rez

Gabriela Ciuprina Descrierea si evaluarea algoritmilor
Cpmplexnltatea algorntmllor Tt o @zl
Analiza erorilor (recapitulare) .
- . L Necesar de memorie
Conditionare si stabilitate
Notes

Complexitatea unui algoritm din punct de vedere al necesarului

de memorie

relatia dintre necesarul de memorie exprimat in numar de

locatii elementare si dimensiunea problemei

Locatia elementara de memorie

locatia corespunzatoare unui numar real.

M = O(n*) <= (3) C a.i. M < CnF.

Gabriela Ciuprina Descrierea si evaluarea algoritmilor



Complexitatea algoritmilor
Analiza erorilor (recapitulare)
Conditionare si stabilitate

Timp de calcul
Necesar de memorie

Notes
Ex2: Reducerea timpului de calcul
; Varianta A
intregi,j,n
real a,b
tablou real c[n|[n]
pentrui=1,n
pentruj=1,n
cj = f(ixa) + f(j = b) ;fdefinita in alta parte
[}
[}
TA = O(2n2)
My = O(n? 4 2) ~ O(n?)
Gabriela Ciuprina Descrierea si evaluarea algoritmilor
Complexitatea algoritmilor Timp de caloul
Analiza erorilor (recapitulare) Nec’;sarde TEGEE
Conditionare si stabilitate
Notes

Ex2: Reducerea timpului de calcul

; Varianta B

intregi,j,n

real a,b,p

tablou real ¢[n|[n]

pentrui=1,n
p = f(i*a)

pentruj=1,n
ijzp—l—f(j*b)

Tg = 0O(n(n+1)) = O(n? + n) ~ O(n?)

Mg = O(n? + 3) ~ O(n?)
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Complexitatea algoritmilor
Analiza erorilor (recapitulare)
Conditionare si stabilitate

Ex2: Reducerea timpului de calcul

Timp de calcul
Necesar de memorie

; Varianta C
intregi,j,n
real a,b

tablou real c[n|[n]
tablou real p[n],q[n]
pentrui=1,n

pi = f(i = a) Tc =0(2n)

gi = f(i  b) Mg = O(r +2n +2) ~ O(n?)
[ ]
pentrui=1,n

pentruj=1,n

Cj = pi+ q;
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Complexitatea algoritmilor
Analiza erorilor (recapitulare)
Conditionare si stabilitate

Timp de calcul
Necesar de memorie

Notes

Concluzii (complexitate)

@ Resursele de calcul necesare se exprima cu ajutorul
notiunii de complexitate, care se poate referi la doua
aspecte: timpul de calcul (T) si necesarul de memorie (M).

@ Pentru analiza complexitatii trebuie stabilite una sau mai
multe variabile de care depinde dimensiunea problemei.

@ Complexitatea T - se exprima in numar de operatii
elementare;

@ Complexitatea M - se exprima in numar de locatii

elementare de memorie. |

Gabriela Ciuprina Descrierea si evaluarea algoritmilor

Notes




Complexitatea algoritmilor
Analiza erorilor (recapitulare)
Conditionare si stabilitate

Timp de calcul
Necesar de memorie

Notes
Concluzii (complexitate)
@ Cea mai simpla analiza asimptotica a complexitatii este
data de notatia "big O".
@ Dupa elaborarea unui algoritm, este necesara analiza
complexitatii lui si investigarea unor modalitati de reducere
a resurselor de calcul necesare.
@ Elaborarea unui algoritm inseamna intotdeauna stabilirea
unui compromis intre timp de calcul si necesar de
memorie.
@ Nu neglijati facilitatile specifice mediului de programare in
care lucrati pentru a scrie coduri eficiente (vedeti exemplul
urmator).
Gabriela Ciuprina Descrierea si evaluarea algoritmilor
Complexitatea algoritmilor Timp de caloul
Analiza erorilor (recapitulare) Nec’;sarde r:emorie
Conditionare si stabilitate
Notes

Implementari eficiente in Matlab

Comparatie intre doua implementari posibile in Matlab.

Timp de calcul al produsului matrice - vector

—o— implementare cu for|
—*— implementare a*h

Timp de calcul al produsului a doua matrice

15 —e— implementare cu for]
—+— implementare a*b

1000 1200 1400 1600 1800 2000 ———
n

100 150 200 250 300 350 400 450 500
n

Timpul de calcul al produsului dintre 0 matrice
Timpul de calcul al produsului dintre doud matrice

patrata si un vector in functie de dimensiunea
patrate in functie de dimensiunea problemei.
problemei.

Gabriela Ciuprina Descrierea si evaluarea algoritmilor



Complexitatea algoritmilor Analiza erorilor de rotunjire

Analiza erorilor (recapitulare) Analiza erorilor de trunchiere
Conditionare si stabilitate Analiza erorilor inerente
. . . Notes
Tipuri de erori
in functie de tipul cauzelor care le genereaza:
@ Erori de rotunjire - datorate reprezentarii finite a numerelor
reale;
@ Erori de trunchiere - datorate reprezentarii finite a
algoritmului;
@ Erori inerente - datorate reprezentarii imprecise a datelor
de intrare.
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Complexitatea algoritmilor Analiza erorilor de rotunjire
Analiza erorilor (recapitulare) Analiza erorilor de trunchiere
Conditionare si stabilitate Analiza erorilor inerente
Notes

Marimi utile - eroarea absoluta si marginea ei

Fie:

x € RrR" - valoarea exacta a unei marimi;
X - valoarea aproximativa.

Eroarea absoluta ex € rR™:

ex=X—X. (6)

Marginea erorii absolute ay € r:

lex|| < ax. (7)

Daca n = 1 rezulta

X—ay <X <X+ ax. (8)

Echivalenta cu: x € [x — ax, X + ax].

Scrisa pe scurt ca:
"X =X=xay'. 9)

Gabriela Ciuprina Descrierea si evaluarea algoritmilor



Complexitatea algoritmilor Analiza erorilor de rotunjire
Analiza erorilor (recapitulare) Analiza erorilor de trunchiere
Conditionare si stabilitate Analiza erorilor inerente

Marimi utile - eroarea relativa si marginea ei

Eroarea relativa ex € rR"™:

Ex = ©x
X — 77 -
x|
Marginea erorii relative ry € R
lexl < rx.

Cel mai adesea, ry se exprima in procente.
Scriere pe scurt:
"X =X=£r%".
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Complexitatea algoritmilor Analiza erorilor de rotunjire
Analiza erorilor (recapitulare) Analiza erorilor de trunchiere
Conditionare si stabilitate Analiza erorilor inerente

Exemplu: =

(10)

Notes

x =3.1415...

x =3.14
ex = —0.0015...
ax = 0.0016

ex = —0.0015.../3.1415 ...
re = 0.0016/3 < 0.0006 = 0.06%.

m=314+0.0016 sau = =3.14+0.06%.

Gabriela Ciuprina Descrierea si evaluarea algoritmilor

Notes




Complexitatea algoritmilor Analiza erorilor de rotunjire
Analiza erorilor (recapitulare) Analiza erorilor de trunchiere
Conditionare si stabilitate Analiza erorilor inerente

Concluzii

Relatia "x = x + ay"

unde x, X € R" i ay € R se interpreteaza astfel:

(Fex € R", |lex|| < ax, astfelincat X =x+ ey, (13)

v

Relatia "x = X &+ %"
unde x, X € rR", ry% = 100ry Si ry € R se interpreteaza astfel:

(Fex € R, ||lex|| < rv, astfelincat X =x+||x|ex. (14)

v

In cazul unei marimi scalare (n = 1), relatia (14) se scrie
x =x(1+ey), (15)

semnul plus corespunzand unei valori x pozitive, iar semnul
minus uneia negative.

Gabriela Ciuprina Descrierea si evaluarea algoritmilor
Complexitatea algoritmilor Analiza erorilor de rotunjire
Analiza erorilor (recapitulare) Analiza erorilor de trunchiere
Conditionare si stabilitate Analiza erorilor inerente

Cifre semnificative

Notes

Reprezentarea unui numar real in baza 10:
x=f-10". (16)

unde 0.1 < |f| < 1.

Cifrele partii fractionare se numesc cifre semnificative.
Exemple:

3.14 =0.314-10'

—0.007856 = —0.7856 - 10~2.

Gabriela Ciuprina Descrierea si evaluarea algoritmilor

Notes




Complexitatea algoritmilor Analiza erorilor de rotunjire
Analiza erorilor (recapitulare) Analiza erorilor de trunchiere
Conditionare si stabilitate Analiza erorilor inerente

Rotunjirea afecteaza reprezentarea numerelor reale

f

_ /—fﬁ
X=0.xxx---%-10" (17)

—_——

k cifre
n
X =0.%% % x HHH 10", (18)
k cifre

ex=X—X=—0.000--Q#HH 10" = —0.HH##--- 10"k

k cifre
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Complexitatea algoritmilor Analiza erorilor de rotunjire
Analiza erorilor (recapitulare) Analiza erorilor de trunchiere
Conditionare si stabilitate Analiza erorilor inerente

Rotunijirea afecteaza reprezentarea numerelor reale

Notes

g:i: —Q.#H#H#.... 10"k :_o.###...m_k
T x Ok k.- xHHH.... 107 O.%xxx---
k cifre
(20)
1
lex| < 07104 = 107K+, (21)

Marginea erorii relative de rotunjire a unui sistem de calcul
depinde doar de numarul de cifre semnificative ce pot fi
memorate. Pentru un sistem de calcul ce lucreaza cu k cifre
semnificative, marginea erorii relative de rotunjire este 10— k+1,

Gabriela Ciuprina Descrierea si evaluarea algoritmilor

Notes




Complexitatea algoritmilor
Analiza erorilor (recapitulare)
Conditionare si stabilitate

Analiza erorilor de rotunjire
Analiza erorilor de trunchiere
Analiza erorilor inerente

Notes
Rotunjirea afecteaza calculele
Adunarea a doua numere reale
Intuitiv: pp. k = 3, X1 + X2 =7
xy =3.73=0.373- 10"
Xo =0.006 =6-10"3
X =6-10"%.10" = 0.0006 - 10" = 0.000 - 10"
Rezultat: x; + xo = Xxq.
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Complexitatea algoritmilor Analiza erorilor de rotunjire
Analiza erorilor (recapitulare) Analiza erorilor de trunchiere
Conditionare si stabilitate Analiza erorilor inerente
Notes

Zeroul maginii

Zeroul (acuratetea, precizia,"epsilon-ul") masinii = cel mai mic

epspentrucare 1 + eps > 1.

@ (V)a< eps, 1+ a=1 (in calculator)
@ in mod uzual eps = 2.22-10716,

@ Matlab: eps
@ Scilab %eps.

@ Zeroul masinii nu trebuie confundat cu cel mai mic numar

reprezentabil in calculator si care, in mod uzual are

valoarea 2.23 - 10308,

Consecinta: adunarea numerelor reale in calculator nu este

asociativa.

Gabriela Ciuprina
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Complexitatea algoritmilor Analiza erorilor de rotunjire
Analiza erorilor (recapitulare) Analiza erorilor de trunchiere
Conditionare si stabilitate Analiza erorilor inerente

Determinarea eps intr-un mediu de programare

functie zeroul_masinii ()

real eps

eps =1

cat timp (1 +eps > 1)
eps = eps/2

[}

eps = eps*2

intoarce eps

Gabriela Ciuprina Descrierea si evaluarea algoritmilor
Complexitatea algoritmilor Analiza erorilor de rotunjire
Analiza erorilor (recapitulare) Analiza erorilor de trunchiere
Conditionare si stabilitate Analiza erorilor inerente

Notatii pentru un numar real

Notes

@ Notatie stiintificd: x = a- 10° unde 0.1 < |a| < 1
@ Notatia stiintificd normalizata: x = a- 10° unde
1 <|al < 10 (pune in evidenta ordinul de marime)

@ Notatia inginereasca in care b se alege numai dintre
multiplii lui 3, si, deci a poate avea valori intre

1 < a < 1000. (se citegte cu prefixe: mega, kilo, mili, micro

etc.)

Reprezentarea numerelor reale in calculator este un fel de
echivalent hardware al notatiei stiintifice.

Gabriela Ciuprina Descrierea si evaluarea algoritmilor

Notes




Complexitatea algoritmilor Analiza erorilor de rotunjire
Analiza erorilor (recapitulare) Analiza erorilor de trunchiere
Conditionare si stabilitate Analiza erorilor inerente

Necesitatea unui standard

Notes

Calculatoarele folosesc un numar finit de biti pentru a

reprezenta un numar real. Din acest motiv, in calculator poate fi

reprezentata numai o multime finita de numere reale.
@ numerele reale reprezentate nu pot fi oricat de mari sau

oricat de mici (probleme numite overflow,underflow) ;

@ exista spatii intre numerele reale care se pot reprezenta -
standardul din 1985 (IEEE si ANSI) care reglementeaza

reprezentarea in virgula mobila.

Institute of Electrical and Electronics Engineers (IEEE) www.ieee.org

American National Standards Institute (ANSI) www.ansi.org

Toate calculatoarele construite dupa 1985 folosesc acest
standard IEEE pentru reprezentarea in virgula mobila: exista

un model independent de calculator pentru modul in care se
fac calculele aritmetice cu numere reale.

Gabriela Ciuprina Descrierea si evaluarea algoritmilor

Complexitatea algoritmilor Analiza erorilor de rotunjire
Analiza erorilor (recapitulare) Analiza erorilor de trunchiere
Conditionare si stabilitate Analiza erorilor inerente

Reprezentarea unui numar (standardul IEEE)

Notes

X=+(1+1) 25, (22)

unde f se numeste mantisa si e exponent.
0 <f<1si—1022 < e < 1023 se reprezinta in calculator ca

numere binare (in baza 2).
Exemplu: numarul 0.1 nu poate fi reprezentat exact in acest

standard deoarece reprezentarea sa in binar necesita un

numar infinit de biti:
1 1 1 0 0 1 1 0 0 1

10 27 BT T T a0 o o

dupa primul termen secventa 1,0, 0, 1 repetandu-se la infinit. Tn
consecinta, reprezentarea numarului 0.1 este un pic mai mare

decéat valoarea exacta.

Nu numai numerele irationale sunt afectate de erori de rotunijire.

Gabriela Ciuprina Descrierea si evaluarea algoritmilor



Complexitatea algoritmilor Analiza erorilor de rotunjire
Analiza erorilor (recapitulare) Analiza erorilor de trunchiere
Conditionare si stabilitate Analiza erorilor inerente

Reprezentarea unui numar (standardul IEEE)

Notes

@ Reprezentarea intervalului [1,2]:

{1,1+2%142.27%2143.27%2 2}
Spatiile dintre numerele vecine = zeroul maginii.

@ Reprezentarea intervalului [/, 2/11]: multimea de mai sus

inmultitd cu 2/. Spatiile dintre numerele vecine sunt scalate
in functie de dimensiunea numerelor.

Zeroul masinii reflecta rezolutia multimii reale discrete R ce

poate fi reprezentata in calculator. Proprietate:

(V)x er,(3)X € R astfel incat |x — X| < eps|x|.  (23)

Eroarea relativa dintre numarul real x si reprezentarea lui

discreta x este marginita superior de zeroul masinii.
(F)e, unde [e| < eps a.i:

x=x(1+e). (24)
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Complexitatea algoritmilor Analiza erorilor de rotunjire
Analiza erorilor (recapitulare) Analiza erorilor de trunchiere

Conditionare si stabilitate Analiza erorilor inerente
Notes

Exemplu

(x — x)?

F(x) = f(x0) + =2 (x0) + f(x)+---  (25)

1! 2!

sinus, xg = 0:

7

) x3 X5 2k+-1
SINX=X— — + —

X
3 "5 7 (2k +1)!

+~-=§:(—1)’<X7. (26)
k=0

X2k+1

5= kz_(:)(—nkm. (27)

2n+1

= |s — [
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Complexitatea algoritmilor Analiza erorilor de rotunjire

Analiza erorilor (recapitulare) Analiza erorilor de trunchiere
Conditionare si stabilitate Analiza erorilor inerente
- - . Notes
Algoritm cu controlul erorii de trunchiere
functie sinus(x, e)
; Intoarce valoarea functiei sinus in punctul x
; prin trunchierea seriei Taylor dezvoltata in 0
real X ; punctul in care se va evalua functia sin
reale ; eroarea de trunchiere impusa
realls
intregk
t=x
s=t
k=0
cat timp (|t > €)
k=k+1
2
t=(—1)*tx (2,()(’27“1)
S=s85+t
.
intoarces
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Complexitatea algoritmilor Analiza erorilor de rotunjire
Analiza erorilor (recapitulare) Analiza erorilor de trunchiere
Conditionare si stabilitate Analiza erorilor inerente Notes

Rezultate numerice

&xxx 10 -
Xx
*x, 107 | a
10% Xxx
Xy 10 L
X,
X L)
0% Xy _w
X,x ol
= X % 10° e
« *x E
10 . Xx' Z 40 )
X
X,
. X 10 B
10 x
10™
a
16°%0 10t bpo@moogomoogomoopanon
0 5 10 15 20 25 30 0 5 10 15 20 25 30
k Iteratia k
Modulul termenului curent al dezvoltarii in serie Modulul diferentei dintre sume partiale consecutive
Taylor a functiei sinus. la dezvoltarea n serie Taylor a functiei sinus.
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Complexitatea algoritmilor Analiza erorilor de rotunjire
Analiza erorilor (recapitulare) Analiza erorilor de trunchiere
Conditionare si stabilitate Analiza erorilor inerente

Efectul perturbatiilor datelor de intrare

y = (X1, X0, ..., Xn). (29)

of of of
dy = 8—)(1dX1 + 8—)(2(1)(2 + ... 8—Xndxn. (30)

of of of
AXy + —AXo + ... —AXp. (31)

Ay ~ —
y 0Xq OXo 0Xp

AXk = )Zk — Xk = exk, (32)
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Complexitatea algoritmilor Analiza erorilor de rotunjire
Analiza erorilor (recapitulare) Analiza erorilor de trunchiere
Conditionare si stabilitate Analiza erorilor inerente

Eroarea absoluta a rezultatului si marginea ei

Notes

ey=y—y=Ay:

n
of
k=1 7K
n n n n
of of of of
—eXk SZ —eXk :Z a. |eXk| SZ a. an7
o P i 19Xk pflois o 19X a4
34
unde |ey, | < ay,.
Marginea erorii absolute a rezultatului
n
of
ay = Z a—)(k an. (35)
k=1
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Notes




Complexitatea algoritmilor Analiza erorilor de rotunjire
Analiza erorilor (recapitulare) Analiza erorilor de trunchiere
Conditionare si stabilitate Analiza erorilor inerente

Eroarea relativa a rezultatului si marginea ei

ey = €y/ly

.Y - >k 18xkexk Z of ey, of |Xk|

yl oxk lyl 8X Ty

Marginea erorii relative a rezultatului

Notes

n
Z a(Inf
k=1
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Complexitatea algoritmilor Analiza erorilor de rotunjire
Analiza erorilor (recapitulare) Analiza erorilor de trunchiere
Conditionare si stabilitate Analiza erorilor inerente
Cazuri particulare: +, -
Erori Adunare Scadere
_ y=X1+Xx y=x—X
Eroare ab?oluta: ey = ex; +ex, ex; — ex,
majorata de: ay = axy + ax, axy +ax,
. — X X X Xp
Eroare relativa: ey = |W|5X1 + X ixp Exp ﬁ|<~:X1 - |x17x‘6x2
N = X] X2 1
majorata de ry = XX | M+ Xq+Xxo " ‘)q —Xp M+ |X1 —Xo ‘ "

Erorile rezultatului adunarii si scaderii a doua numere reale in functie de erorile datelor de intrare.

NB! La adunare si scadere marginile erorilor absolute se

aduna.

@ Adunarea este o operatie bine conditionata.
@ Scaderea este o operatie prost conditionata.
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Notes




Complexitatea algoritmilor Analiza erorilor de rotunjire
Analiza erorilor (recapitulare) Analiza erorilor de trunchiere
Conditionare si stabilitate Analiza erorilor inerente

Exemplu

X1 =123+1%, %0 =1.22+1%

@ Scadere:
r=11.23/0.01-1/100 + 1.22/0.01-1/100 =
1.23 +1.22 = 2.45 = 245%
Xy — xo = 0.01 +245%.

@ Adunare:
r=11.23/2.45-1/100 +1.22/2.45-1/100 ~
0.5-1/100+0.5-1/100 =1/100 = 1%.
Xy +Xo =2.45 £ 1%.
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Complexitatea algoritmilor Analiza erorilor de rotunjire
Analiza erorilor (recapitulare) Analiza erorilor de trunchiere
Conditionare si stabilitate Analiza erorilor inerente

Cazuri particulare: *, /

Notes

Erori Inmultire Impartire
X-
y = X1x2 y= é
Eroare absolutd: e, = Xo€x, + Xq€ Lo, — e
-y 25x¢ 1€xp X5 Xq Xg Xo
majorata de: ay = |x2|ax, + |x1l|a ay + ‘X”a
-9y 219 11éxa Tl @1 T T2 %X
Eroare relativd: ey = || ex; +exp [ exy — Ex, |
majoratd de ry = || Iy +Iny | Iy + I
Erorile rezultatului inmultirii si impartirii a doua numere reale in functie de erorile datelor de intrare.

NB! La inmultire si impartire marginile erorilor relative se
aduna.

@ Inmultirea si impértirea sunt operatii bine conditionate.
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Notes




Complexitatea algoritmilor
Analiza erorilor (recapitulare)
Conditionare si stabilitate

Scaderea trebuie evitata

Analiza erorilor de rotunjire
Analiza erorilor de trunchiere
Analiza erorilor inerente

ax’+bx+c=0
x12 = (—b+Vb?—4ac)/(2a)
pp. b > 0 sica b > 4ac

daciab>0

x1=(-b—-+vb?—4ac)/(2a)

altfel

x1=(-b+Vvb?—4ac)/(2a)

x2 =c/(axx1)

Gabriela Ciuprina

Complexitatea algoritmilor
Analiza erorilor (recapitulare)
Conditionare si stabilitate

Extragerea radicalului

Descrierea si evaluarea algoritmilor

Analiza erorilor de rotunjire
Analiza erorilor de trunchiere
Analiza erorilor inerente

Notes

df
ey

e 1

Ey:

=—e
dx ¥

=_——e€
2\/} X5

1

ex Ex

= (39)

y T a/xx a2

Dar rotunjirea nu poate fi ignorata!
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Notes




Complexitatea algoritmilor Analiza erorilor de rotunjire
Analiza erorilor (recapitulare) Analiza erorilor de trunchiere
Conditionare si stabilitate Analiza erorilor inerente

Superpozitia erorilor

eroarea relativa intr-un calcul aproximativ

eroarea relativa produsa de calculul aproximativ cu numere
exacte (eroarea de rotunjire)

+

eroarea relativa produsa de calculul exact cu numere
aproximative (afectate deci de erori inerente).

y=yi(1+eps)=y(1 +¢ey)(1 +eps) = y(1 +¢y + eps),
deunde (y — y)/y =€y + eps.

6\& = E
Eroarea relativa a oricarui rezultat numeric este cel putin egala
cu zeroul masinii.

+ eps. (40)
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Complexitatea algoritmilor
Analiza erorilor (recapitulare)
Conditionare si stabilitate

Conditionare vs. stabilitate

Conditionare
Stabilitate

Notes

Conditionarea

se refera la comportarea problemei matematice la perturbatii
ale datelor.

Stabilitatea

se refera la comportarea algoritmului la perturbatii ale datelor.
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Notes




Complexitatea algoritmilor "
) ) . Conditionare
Analiza erorilor (recapitulare) "
"~ . " Stabilitate
Conditionare si stabilitate
Notes

Conditionare

Problema matematica f formulata explicit:

Fie f:D—-X si deD.

Sasegadseasca xe X astfelincat f(d) =x. (41)

O problema este bine conditionata daca perturbatii mici ale

datelor conduc la perturbatii mici ale rezultatului.
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Complexitatea algoritmilor "
) ) . Conditionare
Analiza erorilor (recapitulare)
" . " Stabilitate
Conditionare si stabilitate
Notes

Reprezentari intuitive - problema bine conditionata

D X
d, f X
\ 1
o f e
D X
d f X
© 0]
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Complexitatea algoritmilor
Analiza erorilor (recapitulare)
Conditionare si stabilitate

Reprezentari intuitive - problema prost conditionata

Conditionare
Stabilitate

D X
d f X
2
X2
D X
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Complexitatea algoritmilor
Analiza erorilor (recapitulare)
Conditionare si stabilitate

Conditionare
Stabilitate

Conditionare

Notes

Problema matematica poate fi formulata si implicit:

Fie g:X—D si deD.
Sasegaseasca xec X astfelincat g(x) =d. (42)
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Notes




Complexitatea algoritmilor
Analiza erorilor (recapitulare)
Conditionare si stabilitate

Conditionare
Stabilitate

Notes
Reprezentari intuitive - problema prost conditionata
rezultate x = £(d)
Xo b - - - = date
bl ... g().() =d
ol 7}* |
X{ k=== : :
L )A )I(2 rezultate
date
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Complexitatea algoritmilor AL
e sl () it -
Numarul de conditionare absolut

. [[of]]

k=lim sup —-, (43)
30 5| <s [[0d|

sau, intr-o scriere simplificata
. [[of|
R =sup ———, (44)
Iod) llod||

unde ¢f = f(d + dd) — f(d) si od sunt marimi infinitezimale.
Daca f este derivabila, atunci perturbatia 6f se poate aproxima

in conditia ||éd|| — O ca

6f = J(d)dd, (45)

= ||J(d)]. (46)
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Complexitatea algoritmilor
Analiza erorilor (recapitulare)
Conditionare si stabilitate

Numarul de conditionare relativ

Conditionare
Stabilitate

) [ofl/1If(d)]]
k = lim SUPD ———a g (47)
=0 s5q)<s ll6d]l/[1d]]

sau, scris mai simplu in ipoteza unor variaiii infinitezimale

16£11/1£(d)]|
K=8SUp —— .
e [od]/ d]

Daca f este derivabila, atunci

[J(d)]]
k= _———"" . (49)
[1F(d)]l/[|d]
O problema este bine conditionata daca valoarea lui x este
mica si prost conditionata daca valorea lui « este mare. Ce
insemna mic sau mare, depinde de problema.

(48)
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Complexitatea algoritmilor
Analiza erorilor (recapitulare)
Conditionare si stabilitate

Conditionare
Stabilitate

Exemplu

Notes

Numarul de conditionare al scaderii a doua numere reale
f(d) = d1 — d2, unded = [d1,d2]T.
J = [0f/ddy,0f Jods])T = [1,-1]T

()] 1

TR T T = Gl mada Gy Y

Scaderea este prost conditionata daca d; ~ ds.

Gabriela Ciuprina Descrierea si evaluarea algoritmilor

Notes




Complexitatea algoritmilor
Analiza erorilor (recapitulare)
Conditionare si stabilitate

Relatia intre numarul de conditionare, eroare si
reziduu

Conditionare
Stabilitate

Deoarece loF|| /11 F(d)]|
K =SUPp ———r 1)
1sdy o/ d|
rezultd 6fl/1If]
Norl/AL (52)
[[d|/[|d]

Perturbatia rezultatului este o distanta in spatiul solutiilor ',
deci reprezinta o eroare absoluta ex = 6f sau relativa

ex = 5f/|f].

Perturbatia datelor, numita si reziduu este o distanta in spatiul
D. Reziduul poate fi absolut eq = dd, unde 6d = d — d, sau
relativ eq = dd/||d||.

Cu aceste notatii:

Gabriela Ciuprina Descrierea si evaluarea algoritmilor
[IX] = rvii-ail: \vvy

Complexitatea algoritmilor

Notes

e (S | St
Conditionare - concluzie
lexl < sleall (54)

@ Eroarea si reziduul sunt legate prin numarul de
conditionare.

@ Pentru o problema cu numar de conditionare mic, o
perturbatie mica in date va duce la o perturbatie mica a
rezultatului.

@ Problemele matematice care au « mare sunt prost
conditionate si ele nu pot fi rezolvate cu ajutorul
calculatorului. Pentru astfel de probleme, trebuie gasita o
formulare matematica echivalenta din punct de vedere al
rezultatului, dar bine conditionata.
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Notes




Complexitatea algoritmilor
Analiza erorilor (recapitulare)
Conditionare si stabilitate

Conditionare
Stabilitate

in cele ce urmeazi vom presupune ci problema f este bine
conditionata si pentru rezolvarea ei a fost conceput un algoritm
f.
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Complexitatea algoritmilor
Analiza erorilor (recapitulare)
Conditionare si stabilitate

Acuratetea unui algoritm

Conditionare
Stabilitate

Notes

Acuratetea unui algoritm se refera la eroarea solutiei numerice.

eroare = O(eps)

Reprezentarea intuitiva a unui algoritm a carui precizie este ideala.

in mod ideal, un algoritm este precis daca:
I7(d) — f(d)]|

—~ 2 — O(eps). 55

i@y oers) ©9

f(d) = "rezultatul algoritmului f aplicat datelor d".
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Notes




Complexitatea algoritmilor
Analiza erorilor (recapitulare)
Conditionare si stabilitate

Stabilitatea unui algoritm

Conditionare
Stabilitate

Dar, rotunjirea datelor este inevitabila, erorile se acumuleaza si
perturba rezultatul. Este mai util sa se tinteasca stabilitatea
algoritmului.
Stabilitatea unui algoritm se refera la comportarea algoritmului
atunci cand datele de intrare sunt perturbate.
Un algoritm f folosit pentru rezolvarea unei probleme f este
stabil daca _

If(d) — f(d)]|

[f(d)]

pentru (V)d, d care satisfac ||d — d||/||d| = O(eps).
Pe scurt, un algoritm stabil da raspunsul aproape corect pentru
date reprezentate aproape precis.

= O(eps), (56)
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Complexitatea algoritmilor
Analiza erorilor (recapitulare)
Conditionare si stabilitate

llustrarea stabilitatii unui algorim - problema

Conditionare
Stabilitate

Notes

Ax =b, unde A:[0 1],b:[

1 1
Xo = 1
X1 + x2 =0 (57)
X1=—1,%=1.x= f(d) = [—1,1]T.
Sa consideram acum ca datele au fost perturbate:
= 10720 1
S
—20 _
107"x; + xo =1 (58)

Xy + x» =0

x| =—xp=1/(10720 — 1) ~ —1. Se poate demonstra c
aceasta problema este bine conditionata.

Gabriela Ciuprina Descrierea si evaluarea algoritmilor

Notes




Complexitatea algoritmilor
Analiza erorilor (recapitulare)
Conditionare si stabilitate

llustrarea stabilitaii unui algorim - algoritmul f

Conditionare
Stabilitate
Notes

@ Pasul 1: se inmulteste prima ecuatie a sistemului cu

(—1029) si se aduna cu a doua, rezultand xp;

@ Pasul 2: se calculeaza x; din prima ecuatie.

La pasul 1 se ajunge la ecuatia (1 — 102%)x, = —10%° care, in
calculator devine datorita rotunjirilor —102°x, = —102°, de unde

va rezulta x» = 1, ceea ce este corect.
La pasul 2 ecuatia de rezolvat devine 1072%x; + 1 = 1, de unde

va rezulta x; = 0, ceea ce este gresit, foarte departe de

valoarea adevarata.
Acest algoritm este instabil.
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Complexitatea algoritmilor
Analiza erorilor (recapitulare)
Conditionare si stabilitate

llustrarea stabilitaii unui algorim - algoritmul %

Conditionare
Stabilitate
Notes

@ Pasul 1: se inmulteste a doua ecuatie a sistemului cu
(—10729) si se aduna cu prima, rezultand xo;

@ Pasul 2: se calculeaza x; din a doua ecuatie.

La pasul 1 se ajunge la ecuatia (1 — 1072%)x, = 1, care in
calculator devine x, = 1.

La pasul 2 ecuatia de rezolvat este x; + 1 = 0, de unde

x1 = —1, ceea ce este corect.
Algoritmul £, este stabil. Stabilitatea lui este foarte puternica, el

a dat raspunsul exact pentru date de intrare aproape precise.
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Complexitatea algoritmilor
Analiza erorilor (recapitulare)
Conditionare si stabilitate

Concluzii - estimarea acuratetii unei solutii numerice

Conditionare
Stabilitate

@ Se estimeaza numarul de conditionare al problemei. Se
continua numai daca problema matematica este bine
conditionata.

@ Se investigheaza stabilitatea algoritmului. Cel mai simplu
este ca acest lucru sa se realizeze experimental,
rulandu-se algoritmul pentru date perturbate. Daca
dispersia rezultatelor este mare atunci algoritmul este
instabil si trebuie schimbat.

© Daca algoritmul este stabil, atunci acuratetea finala
(modulul erorii relative) este majorata de produsul dintre
numarul de conditionare si modulul reziduului relativ.

Despre un algoritm stabil care genereaza erori mici pentru
probleme bine conditionate se spune ca este robust.
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Complexitatea algoritmilor
Analiza erorilor (recapitulare)
Conditionare si stabilitate

Referinte (pseudocod, complexitate)

Conditionare
Stabilitate

Notes

@ [Ciuprina13a] Gabriela Ciuprina - Algoritmi numerici pentru
calcule stiintifice in ingineria electrica , Editura MatrixROM,
2013, paragrafele 1.1. si 1.2.

disponibila la http://www.Imn.pub.ro/~gabriela/books/AlgNr_MatrixRom2013.pdf

@ [Cormen09] T. Cormen, C. Leiserson, R. Rivest, C. Stein,
Introduction to Algorithms, MIT Press, cap 1 (The role of
algorithms in computing), cap 2 (Getting started), cap 3
(Growth of functions).

editia mai veche este diponibild online aici
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Notes



http://www.lmn.pub.ro/~gabriela/books/AlgNr_MatrixRom2013.pdf
http://is.ptithcm.edu.vn/~tdhuy/Programming/Introduction.to.Algorithms.pdf

Complexitatea algoritmilor
Analiza erorilor (recapitulare)
Conditionare si stabilitate

Referinte (Matlab)

Conditionare
Stabilitate

Notes

@ [MatlabDoc] Documentatia Matlab

disponibila online la

http://www.mathworks.com/access/helpdesk/help/helpdesk.html

@ [Moler04] Clever Moler - Numerical Computing with

Matlab, SIAM, 2004

disponibila online la http://www.mathworks.com/moler/

@ [Getreuer09] Pascal Getreuer - Writing fast Matlab code,

2009

disponibila online la

https://www.mathworks.com/matlabcentral/fileexchange/5685-writing-fast-matlab-code
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Complexitatea algoritmilor
Analiza erorilor (recapitulare)
Conditionare si stabilitate

Referinte (erori, conditionare, stabilitate)

Conditionare
Stabilitate

Notes

@ [Ciuprina13a] Gabriela Ciuprina - Algoritmi numerici pentru

calcule stiintifice in ingineria electrica , Editura MatrixROM,
2013, paragraful 1.3.

disponibild la http://www.Imn.pub.ro/~gabriela/books/AlgNr_MatrixRom2013.pdf

@ [Trefethen97] L. N. Trefethen and D. Bau. Numerical Linear
Algebra. SIAM. 1997. Philadelphia, PA. (Lecture 12:

Conditioning and Condition Numbers; Lecture 13: Floating
Point Arithmetic; Lecture 14: Stability; Lecture 15: More on

Stability;)

Cartea v-o pot imprumuta la cerere.

Va recomand cu caldura sa vizitati pagina Prof. Trefethen disponibila la

https://people.maths.ox.ac.uk/trefethen/
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